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一 ” 肥 电 膜 实验 


加 果 你 把 一 根 铜 丝 弯 成 一 条 封 亲 的 空间 曲线 ( 留 出 一 个 把 
手 ), 将 这 个 框架 淄 入 配制 好 的 肥 电 液 , 然后 将 它 轻 轻 地 提取 出 
来 ,那么 肥 忆 液 就 会 在 钢 经 框 染 上 张 成 一 个 处 于 平衡 状态 的 绚 
丽 老 彩 的 薄膜 ， 这 个 薄 腹 所 或 的 曲面 有 呈 些 性 质 ? 它 是 什么 样 
的 曲面 ? 这 是 一 些 令 人 神往 的 问题 。 我 们 知道 ， 在 数学 的 发 展 
嘲 中 有 许多 生动 的 例子 说 明 ， 物 理 实验 经 常 为 数学 模型 的 形成 
及 数学 理论 的 完善 和 发 展 提 供 极 有 价值 的 耕 示 和 和 刺激. 前面 所 
提 到 的 实验 由 19 世纪 的 比利时 物理 学 家 J，Plateau 作 了 仔细 
的 观察 和 详细 的 描述 ( 参 者 他 的 著作 [19j) . 

如 果 我 们 忽 路 木 计 肥 皂 液 本 身 的 重量 ， 也 不 考虑 除了 肥皂 
膜 表 面 张力 以 外 的 其 它 干扰 因素 (例如 外 界 的 风力 等 等 ), 则 萍 
膜 的 势能 在 表面 张力 作用 下 人 恒 会 达到 最 小 值 ， 从 而 必定 使 肥皂 
腊 条 取 的 曲面 形状 具有 最 小 的 面积 . Plateau 通过 肥皂 腊 的 有 趣 
实验 ， 确 定 了 肥皂 膜 曲 面 和 肥皂 泡 曲 面 的 许多 开 何 性 质 ， 他 在 
书 L19] 中 详细 地 记载 了 他 的 实验 观察 和 测量 结果 . 因此 ， 
Plateau 至 少 是 用 实验 的 手段 产生 了 以 非常 一 般 的 任意 空间 闭 
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曲线 为 边界 的 面积 最 小 的 曲面 (参看 彩 页 图 1. 1). 

如 果 你 想 重 演 Plateau 的 实验 ， 则 著名 数学 家 R. Courant 
曾经 提供 过 一 个 这 种 粘 筒 液体 的 理 辑 的 配方 ;将 10 克 干 燥 的 纯 
油 酸 钠 溶 解 于 500 克 燕 恼 水 中 , 然后 将 这 种 溶 澈 与 甘油 按 15 : 
1i 混和 抄 习 . 选取 软 硬 适 度 的 宜 丝 作 框架 、 那么 这 样 得 到 的 薄 
膜 将 是 相当 稳定 的 ， 而 和 且 能 够 维持 比较 长 的 时 间 足 以 演示 和 观 
察 所 成 的 曲面 的 形状 ， 人称 不 妨 亲 自动 手 伐 一 做 这 种 实验 ， 也 许 
会 有 新 的 心得 和 体会 ， 当 然 ， 和 框架 的 尺寸 不 能 太太 ， 关 致 上 以 
直径 不 超过 10 厘米 为 好 . 框架 的 尺 二 越 小 , 所 形成 的 肥皂 膜 的 
稳定 性 就 越 高 . 

现在 ,通常 拒 寻 求 以 给 定 的 空间 闭 曲 线 C 为 边界 的 面积 最 
小 的 曲面 的 问题 称 为 Plateau 问题 . 当然 ,要 在 数学 上 把 这 个 问 
题 讲 清 楚 绝 非 易 事 ， 以 后 我 们 会 介绍 Plateau 问题 在 数学 上 的 
正确 提 法 (参看 第 九 节 ). 上 面 的 问题 命名 为 Plateau 问题 ,是 
因为 Plateau 系统 地 对 于 这 个 问题 作 了 实验 研究 和 观察 .但 是 
早 在 18 世纪 ，Euler 就 提出 过 这 类 问题 . Euler 在 1744 年 发 表 
的 寻求 具有 某 种 极 太 或 极 小 性 质 的 曲线 的 技巧 } 一 书 中 举 了 
一 个 例子 ;要求 决 定 出 介 于 点 (x。 ,30 和 碟 Czis 和 7 之 间 的 平面 
曲线 y 二 (x) ,使 得 它 在 绕 工 辅 旋转 时 所 生成 的 曲面 的 面积 最 
小 . Euler 证 明了 消 数 f(x) 必须 是 一 自 悬 链 线 , 生成 的 旋转 面 
叫做 车 链 面 。 Euler 所 得 到 的 实际 上 就 是 以 位 于 两 个 平行 的 平 
面 上 、 且 连 心 线 与 平面 垂直 的 两 个 画 周 为 边界 的 面积 “最 小 * 的 
曲面 . 

尽管 如 此 , 一 般 都 认为 这 类 曲面 的 研究 是 J. L. Lagrange 
在 1760 年 开始 的 , 西 为 他 第 一 次 给 出 了 这 类 曲面 应 该 满足 的 偏 
微分 方程 .他 所 考 导 的 是 三 维 欧 氏 空间 中 中 由 函数 x 一 f(x， 
% 第 出 的 图 和 象 对 ， 其 中 点 (zy) 的 变化 范围 是 zy 平面 上 的 一 
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个 区 域 D，Lagrange 利用 他 所 创立 的 变 分 法 怕 理 证 明了 : 奶 梁 
在 所 有 定义 在 区 域 D 二 、 并 且 在 边界 3D 上 取 值 相同 的 函数 的 
图 象 中 1M 的 面积 最 小 ， 则 精 数 z= 二 f(r， y) 必须 满足 候 微 分 方 
程 
畏 《1 十 Ff — 2f fy d+, =0 (0.1) 
这 就 是 著名 的 所 谓 极 小 曲面 方程 . 

在 1776 年 ， 几 和 何 学 家 J. B。， Meusnier 证 明了 函数 z= 
了 (zy) 的 图 象 M 的 平均 曲率 是 (参看 第 四 节 ) 


H = Fl + FA)f se — 2f uff, 


十 (1 + /5)f,,}. (1. 2) 
因此 ,Meusnier 给 出 了 了 Lagrange 的 方程 的 几何 解释 ;满足 偏 微 
避 方 程 (1. 1) 的 曲面 就 是 其 平均 岗 率 为 零 的 曲面 . 此 外 ， 他 还 
指出 倒 链 面 和 正典 旋 面 是 满足 极 小 曲面 方程 (1. 1) 的 两 个 非 线 
人 性 本 数 的 图 篆 ， 现 在， 我 们 把 六 中 平 娩 曲率 为 零 的 曲面 称 为 极 
小 曲面 . 
从 1855 年 到 1890 年 介 是 极 小 曲面 研究 的 第 一 个 黄金 时 
期 . 在 这 个 时 期 ， Weierstrass 和 Enneper 给 出 了 极 小 曲面 方程 
的 通 解 表达 式 , Bonnet 发 现 了 极 小 曲面 的 Gauss 映射 的 共 形 性 
质 . 这 些 研 究 成 果 把 极 小 曲面 理论 与 复 变 郴 数理 论 挂 上 多 ， 为 
极 小 曲面 的 研究 开辟 了 一 条 新 的 途径 . Plateau 的 实验 也 正 是 在 
这 个 阶段 进行 的 . Plateau 通过 实验 给 出 了 许多 有 已 知 边 界 的 极 
小 曲面 ， 同 时 也 向 数学 家 提出 了 严重 的 挑战 ， 从 数学 上 证 明 以 
给 定 封 财 空间 曲线 为 边界 的 面积 最 小 的 曲面 的 存在 性 ， 虽然 在 
这 个 阶段 ，H. A.Schwarz 和 B. Riemann 曾经 研究 过 以 折线 多 
边 形 为 边界 的 面积 最 小 的 曲面 的 存在 性 ， 但 是 要 在 数学 上 说 清 
想 Plareau 问题 ,并 且 给 以 数学 上 令 人 满意 的 解答, 则 是 本 世纪 
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三 .四 十 年 代 的 事 . 这 正 是 极 小 曲面 研究 的 第 二 个 黄金 时 期 , 主 
要 的 代表 大 物 是 J， Douglas，、，T，Rado 等 人 ， 

二 百 多 年 来 , 极 小 曲面 一 直 是 几何 学 家 所 热衷 的 研究 课题 ， 
首先 是 因为 肥 电 膜 实验 所 展示 的 曲面 的 美丽 、 多 彩 的 形状 及 其 
几何 魅力 始终 在 吸引 着 数学 家 的 注意 力 ， 桂 别 是 Plateau 问题 
的 挑 成 刺激 了 数学 的 概念 、 理论 和 方法 的 发 现 . 创造 和 发 展 . 现 
在 , 极 小 曲面 的 理论 和 课题 已 经 十 分 丰富 ，, 它 与 偏 微分 方程 、 复 
变 函 数 、 消 数论 、 拓 扑 学 以 及 微分 几何 的 各 个 方向 都 有 非常 深 
刻 的 联系 ,而 且 极 小 曲面 的 概 仿 本 身 已 经 有 ( 寿 高 维 空间 的 推广 、 
在 各 种 不 同 的 外 围 空 间 中 的 推广 ， 此 外 ， 极 小 曲面 的 概念 已 经 
发 展 成 几何 测度 论 范畴 处 理 的 对 象 . 自 本 世纪 50 年 代 末 至 今 正 
处 于 极 小 曲 而 研究 的 第 三 个 黄金 时 期 ， 极 小 曲面 概念 的 各 种 推 
广 是 在 这 个 时 期 产生 的 ， 关 于 极 小 曲面 的 许多 经 典 何 题 也 陆续 
得 到 了 先 满 的 解答 .我 们 在 本 书 只 能 对 极 小 曲面 的 理论 作 一 个 
浅 近 的 蜀 述 ， 对 于 极 小 曲面 的 重要 课题 及 其 进展 和 现状 作 一 个 
简要 的 介绍 ， 目 的 是 使 读者 能 够 对 微分 几何 的 这 个 瑰丽 的 领域 
有 一 些 了 解 . 

关于 Plateau 问题 的 数学 描述 以 及 它 的 解答 在 本 书 第 九 节 
中 报 述 . 在 本 节 我 们 还 特 通 过 一 些 肥皂 膜 的 实验 来 了 解 Plateau 
问题 的 复 妹 性 及 其 筝 的 多 样 性 . 

我 们 把 钢丝 弯 成 一 个 圆周 ， 那 么 张 在 圆周 上 的 肥皂 膜 自然 
是 一 个 平面 圆 盘 当然， 圆周 的 半径 不 能 太 大 ， 这 时 我 们 能 略 
去 肥 包 腊 本 身 的 重量 不 计 ), 如 果 将 作为 边界 的 圆周 作 连 续 的 变 
形 ， 也 许 会 认为 它 所 张 的 肥皂 膜 曲 而 将 会 保持 圆 盘 的 拓扑 类 型 
不 慨 . 但 是 , 事实 却 非 如 此 ,例如 , 我 们 把 圆周 变形 成 为 图 1.2 
(参看 彩 页 ) 所 示 的 样子 ,一 根 铜 丝 绕 了 两 图 再 封闭 起 来 ,仿佛 
是 两 个 挨 得 很 近 的 圆周 . 将 它 浸入 肥皂 液 并 且 小 心地 提 歌 出 来 ， 
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我 们 会 惊异 她 发 现 所 看 到 的 曲面 不 是 单 连 通 的 ， 而 是 一 条 单 侧 
的 《不 可 和 定 同 的 ) Mabius 带 ， 

现在 我 们 从 形 如 Mabius 带 的 肥 包 膜 出 发 ， 将 框架 上 的 把 
手 稍 稍 向 外 大 开 ， 张 在 框架 上 的 肥 疙 腊 也 随 之 变形 .在 达到 某 
个 时 刻 时 , 肥 电 膜 不 再 保持 Mabius 市 的 拓扑 类 型 , 而 突然 恋 成 
单 连 通 的 圆 玛 型 的 曲面 了 (参看 彩 页 ,图 1. 3). 道 转 上 面 的 恋 
形 过 程 , 我 们 又 能 从 贺 盘 型 曲面 回复 到 Mabius 带 型 曲面 . 交替 
地 进行 框架 的 这 种 变形 ， 我 们 就 会 交待 地 得 到 Mabius 带 型 的 
曲面 和 单 连 通 圆 盘 型 的 曲面 .我 们 会 发 现 ， 从 一 种 类 型 曲面 到 
胃 一 种 类 型 曲面 的 跳 毋 往往 是 沼 后 发 生 航 .也 就 是 说 ， 当 框架 
的 形状 从 4 恋 到 B 时 ,假定 曲面 保持 为 Mabius 带 的 类 型 ; 再 
误 下 去 , 到达 某 个 时 刻 C, 曲面 的 类 型 就 会 发 生 跳 跃 , 变 成 贺 盘 
型 曲面 . 反 这 来 ， 当 框架 的 带 状 从 C 变 到 BB 时 ， 曲面 可 能 会 保 
持 图 盘 类 型 不 变 , 但 是 到 达 过 了 B 的 某 个 时 刻 ， 曲面 的 类 型 才 
会 有 跳跃 式 的 变化 ， 这 说 明 ， 框 架 的 形状 有 一 个 变化 范围 ， 在 
这 个 范围 内 , 框架 所 张 的 肥 电 膜 茎 可 以 是 Mahius 带 型 的 曲面 ， 
也 可 以 是 圆 盘 型 的 曲面 ， 而 且 它 们 的 形状 是 相对 稳定 的 ， 曲面 
形状 的 这 种 相对 稳定 性 表明 , 无论 是 Mabius 型 的 肥皂 膜 , 迹 是 
圆 盘 型 的 肥 扎 膜 ， 与 它们 邻近 的 曲面 相 比 较 其 面积 分 别 达 到 李 
相对 的 最 小 值 ， 这 就 是 说 ， 用 肥 虑 上 腊 实验 得 到 的 项 面 未 必 是 面 
积 最 小 的 曲面 ， 而 只 是 与 其 邻近 曲面 相 比 较 ， 其 面积 达到 最 小 
的 曲面 。 这 个 观察 与 变 分 法 原理 是 吻合 的 .根据 现在 已 经 知道 
的 Plateau 向 题 的 Douglas 解 , 张 在 上 述 铜 丝 框 架 上 的 可 定向 、 
单 连 通 极 小 曲面 是 存在 的 。 与 它 邻 近 的 变形 曲面 相 比 较 ， 其 面 
积 达 到 最 小 值 . 但 是 , 当 以 同一 个 刁 架 为 边界 的 M5bius 型 肥 异 
腊 曲 面 的 面积 比 煌 应 的 圆 盘 型 肥 宦 膜 曲 面 的 面积 小 得 多 时 ， 后 . 
一 种 曲面 在 实验 中 便 变 得 十 分 不 稳定 ， 从 而 在 实际 上 是 很 难 形 
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成 的 . 

在 前 面 已 经 提 到 , Euler 发 现 悬 链 面 是 一 种 极 小 曲面 . 用 实 
验 得 到 愁 链 面 并 不 困难 :我 们 用 钢丝 讨 成 两 个 大 小 相同 的 圆周 ， 
中 间 留 一 段 铜 丝 作为 把 柄 ; 然后 将 把 柄 索 曲 ， 使 两 个 圆周 所 在 
平面 平行 , 并 且 圆 心 对 齐 《〈 即 连 心 线 与 图 周 所 在 平面 垂直 ). 当 
你 把 这 样 制备 的 框架 漫 入 肥 鳄 液 ， 再 轻 轻 地 提取 出 来 ， 那 么 你 
看 到 肥 包 腊 在 框架 上 张 成 一 个 什么 样 的 曲面 呢 ? 一 般 说 来 ， 肥 
皂 膜 特 取 图 1. 4 (参看 彩 页 》 所 示 的 形状 , 它 由 三 块 项 面 构成 ， 
其 中 一 个 是 圆 盘 ， 介 于 两 个 框架 圆周 之 间 、 并 有 旦 平行 于 框 染 园 
周 所 在 的 平面 ， 另 外 两 块 曲面 分 别 把 这 个 中 间 的 贺 盘 与 框架 国 
周 连 起 来 ， 从 俩 面 看 ， 如 果 框 架 圆周 之 辣 的 间 据 比较 小 ， 那 么 
这 三 抉 曲 面 彼此 之 闸 的 夹 角 差不多 是 120"， 这 样 的 肥 电 膜 不 是 
经 典 意义 下 的 一 张 曲 面 ,因为 中 间 图 盘 的 边缘 是 由 奇 点 组 成 的 ， 
肥 叶 条 在 奇 点 的 邻 域 不 可 能 与 平面 上 上 的 开 邻 域 建 立 同 肥 关 系 ， 

现在 你 用 一 根 针 把 中 间 锅 瘟 状 的 薄膜 刺 破 ， 则 肥 呈 腊 就 立 
即 会 收 纠 成 二 和 链 曾 的 形状 人参 罩 彩 页 ,图 1. 5》， 这 个 曲面 的 面 
积 比 蛛 先 的 肥 忆 膜 的 面积 要 小 ， 而 且 比 与 它 邻 近 的 曲面 的 面积 
柏 要 小 . 

媳 果 你 把 两 个 框架 略 周 分 得 越 来 越 开 ， 那么 野 链 面 就 会 变 
得 越 来 越 狂 长， 面积 也 在 逐渐 增 大 . 到 茶 个 时 刻 ， 肥 皂 膜 会 突 
然 萎 裂 而 成 为 分 离 的 、 分 别 张 在 框 染 圈 周 上 的 两 个 园 盘 ， 这 两 
个 图 盔 的 面积 之 和 比 发 生 突 变 之 前 的 暴 链 面 的 面积 南小， 然而 
原先 是 连通 的 曲面 却 变 成 由 不 连通 的 两 个 圆 盘 组 成 的 曲面 . 

上 面 两 个 例子 说 明 ， 张 在 一 定 的 边界 曲线 上 的 极 小 曲面 并 
不 是 随 着 边界 曲线 的 连续 变化 而 连续 变形 的 ， 而 是 在 一 定 的 时 
刻 极 小 曲面 的 拓扑 类 型 会 发 生 突 变 ， 队 可 定向 曲面 变 成 不 可 定 
问 曲 面 ， 从 单 连通 曲面 变 成 多 连通 曲面 ， 从 连通 曲面 变 成 非 连 
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通 曲面 ， 或 反 过 来 ， 而 且 ， 在 框架 曲线 上 形成 的 肥 部 膜 曲 面 不 
一 定 是 以 框架 曲线 为 边界 的 面积 最 小 的 曲面 ， 但 是 它 与 邻近 曲 
面相 比较 取 到 了 面积 的 最 小 值 ， 在 下 一 节 中 ， 我 们 将 从 数学 上 
解释 “邻近 ”的 意义 . 

我 们 把 上 面 的 框架 作 一 些 改造 ， 在 两 个 圆周 上 各 截 去 互相 
平行 的 一 段 弧 ， 然 后 用 直线 段 把 剩 下 的 阿 弧 连结 起 来 ， 成 为 如 
图 1. 6 《参看 彩 页 ) 所 示 的 空间 简单 闭 曲线 框架 . 

由 这 个 框架 张 成 的 肥皂 膜 曲面 有 两 种 可 能 性 ,一 种 是 由 张 
在 两 个 圆 弧 上 的 部 分 〈 差 不 多 是 两 个 圆 盘 ) 加 上 夹 在 两 根 直 线 
段 之 闻 超 连接 作用 的 长 条 所 组 成 的 单 连通 曲面 ( 彩 页 , 图 1. 6); 
另 一 种 是 将 两 个 圆周 之 间 的 悬 链 面 变 捐 之 后 去 掉 夹 在 两 根 直 线 
段 之 间 的 长 条 之 后 得 到 的 曲面 ( 彩 页 , 图 1. 7). 这 两 种 曲面 都 
是 单 连通 的 ， 但 是 ， 当 两 个 圆周 之 间 的 间隔 比较 大 的 时 候 ， 肥 
卸 膜 实验 只 能 获得 前 一 种 曲面 ， 即 使 是 在 开始 时 能 形成 后 一 种 
曲面 , 但 是 它 立 即 会 变 成 第 一 种 曲面 . 原因 是 当 间 隔 较 大 时 , 前 
一 种 曲面 的 面积 比 后 一 种 曲面 的 面积 小 得 多 . 当 间隔 较 小 时 , 实 
验 结 果 正 好 相反 . 如 果 把 间隔 取得 适当 (比如 间隔 = 图 周 的 半 
径 r) 时 , 这 两 种 曲面 的 面积 差不多 , 则 肥皂 膜 实验 能 够 稳定 地 
实现 这 两 种 曲面 。 由 此 可 见 ， 以 同一 条 空间 闭 曲线 为 边界 的 面 
积 取 最 小 值 的 单 连通 曲面 可 能 不 止 一 个 ， 这 样 ， 我 们 从 实验 的 
角度 揭示 了 Plateau 和 问 题 的 多 解 性 ， 邯 使 我 们 限制 所 求 曲面 的 
拓扑 类 型 ， 这 种 多 解 性 的 现象 仍旧 是 可 能 发 生 的 . 

把 上 面 的 铜 丝 框架 再 作 一 些 改造 。 将 两 条 起 连结 作用 的 直 
线 跨 也 弯 成 两 个 互相 平行 的 圆 弧 形状 ,如 图 1. 8. 这 样 , 它 所 张 
的 肥皂 膜 曲面 至 少 有 三 种 可 能 性 ;两 个 是 单 连通 曲面 ， 分 别 是 
前 面 得 到 的 两 张 曲面 的 变形 ， 另 一 个 是 欧 拉 示 性 数 为 一 1 的 曲 
面 ， 如 图 1. 8 所 示 。 如 果 两 对 平行 的 圆 弧 的 半径 和 间隔 是 一 样 

吧 7 


的 ， 即 框架 本 身 是 完全 对 称 的 ， 那 么 前 两 个 单 连 通 曲面 的 形状 
是 相同 的 ， 这 青 一 次 印证 了 前 一 段 所 救 述 的 事实 . 如 果 框 染 不 
具有 这 种 对 称 性 ， 则 相应 的 这 两 个 单 连通 曲面 一 般 就 有 不同 的 
面积 . 但是， 如 果 平 行 圆 弧 之 间 的 间 阳 比较 小 ， 那 么 它 所 张 的 
欧 拉 示 性 数 为 一 1 的 肥 思 膜 曲 面 的 面积 比 上 面 两 个 单 连 通 曲面 
的 面积 者 要 小 . 将 两 个 互相 平行 的 圆 弧 之 间 的 距离 增 大 或 减 小 ， 
就 能 实现 从 欧 拉 示 性 数 为 一 1 的 肥 时 膜 曲面 到 单 连通 肥 时 膜 曲 
夯 之 间 的 互相 转化 .按照 这 种 做 法 继续 下 去 ， 我 们 将 会 得 到 一 
条 和 择 间 简单 于 曲线 、 使 得 在 不 限制 曲面 的 拓扑 类 型 时 ， 以 这 条 
曲线 为 边界 的 面积 最 小 的 曲面 是 不 存在 的 (参看 第 九 节 ). 


利用 肥皂 膜 实验 还 可 以 得 到 更 为 复杂 的 例子 ， 包 括 曲 面 有 
月 交 现 象 发 生 的 例子 ， 如 彩 页 ， 图 1. 8 所 示 . 
这 些 实 验 的 结果 虽然 不 能 代替 Plateau 问题 在 数学 上 的 
解 ， 人 但 是 它 会 供给 我 们 许多 事先 设 有 料 到 的 物理 现象 ， 而 这 些 
现 篆 会 启发 我 们 从 数学 上 进行 思考 和 概括 ， 引 导 我 们 去 寻求 
< 有。 


Plateat 问题 的 正确 提 法 . 

如 果 将 弯 成 圆 图 的 铁丝 酶 一 下 肥 电 液 ， 然 后 用 噶 能 吹出 一 
个 个 的 肥 氏 泡 .在 肥皂 泡 内 部 容纳 了 一 定量 的 空气 ,而且 其 形 
状 使 内 ,、 外 空气 压力 保持 平衡 , 在 曲面 上 各 处 的 皇 强 是 一 致 的 . 
这 类 曲面 的 特性 是 当 曲 面 作 保 持 所 围 的 体积 不 变 的 变形 时 其 面 
积 取 最 小 值 . 经 过 计算 可 知 这 种 曲面 的 平均 曲率 是 非 稚 常数 . 中 
中 常平 均 曲率 曲面 也 是 一 个 极其 重要 的 研究 对 象 ， 但 是 本 书 对 
此 就 不 作 讨论 了 了 . 


* 二 


二 极 小 曲面 方程 


在 上 一 节 我 们 已 经 说 明 ， 在 曲线 上 张 成 的 肥皂 腊 曲 面 的 面 
积 达 到 了 与 它 邻 近 的 曲面 相 比 较 的 最 小 值 。 在 这 里 ， 我 们 首先 
要 把 曲面 在 它 的 邻近 变形 的 概念 正确 地 表达 出 来 ， 然 后 据 此 导 
出 Lagrange 的 极 小 曲面 方程 (1. 1)， 

假定 我 们 所 考虑 的 曲面 jM 是 连续 可 微 羡 数 z= 二 (x, 2) 的 
图 象 ， 其 中 点 (xz，y) 的 变动 范围 是 xy 平 面 上 的 一 个 区 域 也. 
今后 称 MM 为 定义 在 区 域 D 上 的 一 张 图 . 


二 有 连续 可 微 沙 数 
z= F(trsyt), {2.1) 
其 中 (zyyyt ED XxX (一 2,8) ,是 一 个 正 数 ,并 上 且 
F(xrsy0) = fr,Y) (C2. 2) 
对 于 尾 过 的 Cx,»Y) DD 成 立 , 则 称 函 数 z = 并 是 z= 
f(r,y) 的 一 个 变 分 ， ~ 


每 当 t 取 定 一 个 属于 (一 se 的 数值 和 男 数 = 一 
XY to) 就 给 出 定义 在 区 域 D 上 的 一 张 图 好 . 条 件 (2.2) 说 
明 Mt 一 季 . 所以， 给 定 函 数 z 二 f(z,y) 的 一 个 变 分 ,就 是 给 

» 和 人 


出 了 图 MM 在 它 贸 近 的 一 个 变形 邮 . 有 时 ,我 们 也 称 闻 , 是 的 
一 个 变 分 (图 2. 1)， 
如 果 变 分 (2, 1) 除了 满足 条 件 (2. 2) 以外， 还 满足 
下 《Tt = f(r,y) (2, 3) 
其 中 人 zy 的 是 二 XxX (一 ee) 中 的 任意 点 ; 则 变形 曲面 M, 与 图 
M 有 共同 的 边界 曲线 - 这 时 ,我 们 称 (2. 1 是 z 一 VCryy) 的 有 相 
同 边 界 值 的 变 分 ， 或 称 MY, 是 图 MM 的 有 固定 边界 的 变 分 ， 


图 :2.1 
将 天 数 线性 化 是 研究 函数 的 最 简单 的 方法 之 一 对 于 变 分 


(2. 1) 也 可 以 作 同样 的 考虑 ， 命 
g(r = E20 ， (2. 4) 


| 


则 g(xz,y) 是 定义 在 D 上 的 连续 可 微 函 数 . 它 的 几何 意义 是 变 
分 曲面 M, 在 点 C(x,y) 处 在 上 一 0 时 刻 变形 的 速率 . 命 
FTsyri) = f(xy) ct tg (ry), 《2. 5) 
则 z= 二 Fotrsyt) 仍 是 z= 二 f(zyy) 的 一 个 变 分 ,而 且 z = Folzx， 
yt) 是 函数 z = 二 F(x,y,t) 关于 变量 上 的 Taylor 展开 式 中 略 去 
ss ji" 


:的 二 次 以 上 的 项 所 得 到 的 表达 式 . 下 面 的 计算 会 告诉 我 们 ,在 
变 分 计算 中 起 本 质 作用 的 是 变 分 = 二 Cr,y,t) 关于 t 的 一 次 近 
似 值 ,也 就 是 定义 在 区 域 D 上 的 函数 g(x,y). 为 了 把 变形 的 速 
度 形象 地 表示 出 来 ,我 们 引进 厅 量 场 
La (C2.6) 

它 定 交 在 卫 土 ,也 可 以 认为 定 浆 在 图 凡 上 . 我 们 称 丫 为 图 并 的 
变 分 阿 量 场 . 

好 有 果 图 彤 的 变 分 MM 有 固定 的 边界 ; 由 类 (2.3) 式 得 到 

g(xAY) = 0, ¥ (Ty) EE a, 

曲面 面积 的 定义 对 于 极 小 曲面 理论 而 言 自 然 是 十 分 重要 的 
基本 问题 . 事实 上， 在 级 小 曲面 理论 的 发 展 过 程 中 ， 关 于 曲面 
面积 定 头 的 讨论 占据 重要 的 世 置 ， 几 和 何 测度 论 就 是 这 个 过 程 中 
十 分 要 紧 的 产物 , 在 这 里 我 们 先 藉 认 国 数 = 一 zy 的 图 邮 的 


面积 是 
ACM) -| Vi + f+ frdzrdy. (2. 7) 


此 式 的 几何 意义 在 第 三 节 中 介绍 ， 同 时 在 那里 还 要 对 曲面 面积 
的 定义 作 一 些 讨 论 ， 对 于 MM 的 一 个 变 分 M， 合 


ACM.) =| Vit+t (入) 二 [) dzdy, 


饭量 一 个 以 1 祥 自 变量 的 函数 . 
我 们 在 第 一 节 中 已 经 说 过 ， 如 果 把 M 看 成 张 在 边界 曲线 
aM 上 的 了 肥皂 腊 ， 那 么 当 好 在 它 邻 近 作 操持 边界 曲线 不 动 的 变 
形 时 , 即 当 M 作 固定 边界 的 变 分 M, 时, M 的 面积 取 最 小 值 , 也 
就 是 对 尾音 的 :EE (一 e,t) 有 
ACM) ACM,), 之。 名 
我 们 已 经 假定 天 (x,y,t) 是 连续 可 微 函数 ,所 以 ACM,) 是 上 的 连 
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续 可 微 郴 歼 . (2. 8) 式 意味 着 函数 44ad) 在 上 一 0 时 达到 最 小 


人 导 , 故 有 
| _A(M.) = 0. (2. 9) 
我 们 的 任务 是 把 上 式 的 左 端 计算 出 来 ， 由 2,5》 式 可 知 


下 (YE 一 fryy) 十 tfzyy) + th ry ,tt), 


因此 
2 一 2 + 十 基于， 
:十 [至 | 二 [有 | 
= 一 《1 十 产 十 六 ) 十 2tg 十 六 8 ) 十 天 站 yt), 
故 有 


BF 113? arl: 
1+ | 二) + | 友 | 
二 1 十 产 十 jy vtP(ry) fOr, yt), 


其 中 心 (Xs Ys 1t) 是 有 界 晴 数 ， 并 且 
— 218: 十 fg,) 
Mr) TR 


利用 根 式 vi 干 吕 在 :==0 附近 的 Taylor 展开 式 ， 我 们 得 到 
oF |: aF 1? 
Vit [到 | 下 | 多， 
一 AMW1I 十 产 十 产 ， (1 十 三 已 (zy?) + Q(z ,yt)|, 
其 中 rT, Yt) 是 有 界 函 数 ， 由 此 可 得 


ad 
Fr |_4 CH.) 


s fT 


| 2 下 1 
本 民 NG 
-| gs 十 了 8 
Va++ 产 十 兰 
条 件 〈2.9) 成 为 : 对 五 上 任意 的 连续 可 微 郴 数 #Gzyy) 者 应 该 
有 . 


| drdy 
dy 0 


drdy. 


| 人- 十 ffg, 


vI 十 产 十 六 
为 了 用 分 部 积分 法 从 (2. 10) 导出 了 应 满足 的 偏 微分 方程 ， 


daddy = 0., (2. 10) 


命 


并 且 把 (2. 10》 的 被 积 表 达 式 写成 
。 虹 ,中 
p 3 十 9 2 
vp 
-| 
ar vt+p to! WY! vi+p:+o 


-| 及 | A v 了 干部 干 到 +2| A 
对 于 右 端 前 两 项 在 D 上 的 积分 可 以 用 Green 公式 : 


| 4 《全 和) 十 Birry)dy 


dB 4 
| 过 一 强 }aray， (2.11) 


其 中 A (x， yw)、B Crt，y) 是 定义 在 DD 上 的 连续 可 微 函 数 ， 边 
界 缉 的 正定 向 要 求 沿 曲 线 扎 正 向 行进 时 区 域 DD 落 在 它 的 左 
也， 所 以 我 们 有 


* jd 


= | g* (— gdrt 十 pady) 
如 wv1 十 疡 十 信 


EE | w1 十 冯 十 入 用) + v1 十 疡 十 有 ee 

前 已 假定 MK. 是 好 的 有 图 定 边界 的 变 分 ， 故 

人 |2p 三 避 ， 
干 是 (2. 10) 式 成 为 

| _ AM) 

ffal ep 1 al 9 

一 | 又 用 和 二 |+ 放 | FF je 

= 0. | (2. 12) 
如 果 上 面 的 条 件 对 任意 的 、 在 边界 2D 上 的 值 为 零 的 连续 可 微 
函数 g(z,y) 便 成 立 , 则 容易 导出 函数 = = f(x,y) 在 区 域 D 上 
满足 微分 方程 


这 | -二 二 | 十 之 | 大 二 =. 2.13) 
] 十 疡 -十 9 dyl vlp 二 a 
为 此 只 要 证 明 〈2. 13》 式 在 任意 一 点 《xzo，w%)》 所 了 成立， 在 这 
里 ， 关键 是 要 找 出 一 个 非 负 连续 可 微 汉 数 ， 使 得 它 在 一 个 固定 
点 的 某 个 邻 域内 恒 等 于 1， 而 其 云集 包含 在 区 域 忆 内 .这样 的 
图 数 是 存在 的 ， 我 们 可 以 具体 地 将 它 构 造 出 来 . 

例如 ， 设 0 二 e585， 命 


1 
0, 工 世 ;或 工 守 介 ， 
十 心 co 
jx) = | «rdrf|- ef 人 


显 休 ， 国 数 wa (x)、B (zx》 都 是 实数 轴 R 上 的 光 汪 函数， 满足 
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pr) 一 1 
0; 当 工 计 他 
这 些 性 质 不 难 从 图 2.2 看 出 来 ， 不 需要 另行 验证 . 


yt)(r 一 8) 
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冰 数 B(x) 通常 称 为 截断 函数 ， 其 功用 是 把 滞 数 在 某 一 点 
的 邻 域 上 的 部 分 分 离 出 来 ,而 保持 函数 在 整体 上 的 可 微 性 不 变 . 
比如 ; 对 于 Cxo sy0) 所 局 ,oD 吕 以 取 0 < 之 之 58, 使 得 以 (Cro, yo) 
为 中 心 ,以 2 Y 为 边 长 的 正方 形 
[x 一 VS ,zo v8] ~ [yo 一 V6,y 十 vO] 
整个 地 落 在 区 域 了 内 ， 命 
区 大 二 


- [Fe + 了 | |] 
下 十 万 下 下 为 | 二 床下 市 
* 站 | 工 一 | 一 3 
人 则 gg 是 整个 DD 上 的 连续 可 微 函数 ,并 且 g|w 三 0. 此 外 ,g 在 [zx。 


一 Vero Ve]X[y%— Ys, 十 Ye ] 内 恒 等 于 方 括 号 

内 的 表达 式 ， 

将 上 面 构造 的 g(xz,y) 代入 (2. 12) 式 便 得 到 

EE + + 引 一 一 “一下 

i sl VTPTT) VFATF 
[yy 本 

“B(x Oo rol RC yy — yo Ydzxdy 一 站， 
由 于 被 积 表 达 式 为 非 负 述 数 ， 其 积分 为 零 玉 含 着 被 积 表 达 式 必 
定 但 和 等于零 . 于 是 在 点 (Tos Yo) 有 


二 


记 | [后 二) ++ (A)|. 


rro? 


由 《ro，3p) 在 DD 内 的 任意 性 得 (2. 13》 式 在 品 内 成 立 . 
将 (2. 13) 式 展开 得 到 
+ 
a Atp te Yrr+a) 
一 TAA 十 Ff — 2 fF, 


了 


十 1 十 产 )7， 
一 总 
此 即 极 小 曲面 方程 (1. 1). 

上 面 的 讨论 可 以 归纳 为 如 下 的 结论 ; 设 几 是 定义 在 区 域 DD 
CR 上 的 连续 可 微 陌 数 = 一 太 (x，y) 的 图 .如果 对 于 5 的 任 
意 一 个 保持 边界 不 动 的 变 分 好 ， 都 有 

AAD 二 0， 
则 函数 z= 六 (rz，y) 必须 满足 方程 
(1 十 ff fof yf tl + Ff 一 0 (2. 14) 

这 和 是非 线性 二 阶 偏 微分 方程 .早期 关于 极 小 曲面 的 宁 究 主 
要 是 寻找 这 个 方程 的 特 解 . 

很 明显 ， 线 性 国 数 

f(ryy) 一 0 十 上 yy 十 二 
总 是 方程 (2. 14) 的 一 个 解 ; 换言之 ， 平面 是 一 个 极 小 曲面 . 

1776 征 ,， J B. Meusnier 给 出 了 极 小 曲面 方程 《2. ]4) 的 
两 个 非 线 性 阻 数 的 特 解 ， 它 们 分 别 对 应 于 上 英 链 面 和 正 蛇 旋 面 
‘ 见 彩 页 ,图 2.3, 图 2. 4). 要 得 到 这 两 个 特 解 ,需要 在 畏 数 f/x， 
3?) 上 附加 一 些 条 伞 . 

例如 ， 我 们 要 求 M 是 一 个 旋转 面 ， 则 函数 f(z,y) 可 以 窜 
示 成 


jxrsyy = hiry, 
r= Vii y, 


其 中 Ar) 是 待定 的 单 变量 函数 . 由 了 的 表达 式 得 到 
f: =， 二， ,二 + 和 之 


py 和 


= 有。 


太一 有 


fy == 的: 符 十 各- 委 . 
J rr 
将 它们 代入 (2. 14) 便 得 到 函数 及 (r) 满足 的 微分 方程 : 
hr 十 二 Ch’ 十!) 一 0 
解 这 个 方程 得 到 
hr) = 和 In(er 十 Ye 一 1)7 十 cu 


一 一 Inc vr 二 ver yD 1)+a. 
到 二 0， 则 上 面 的 方程 可 以 写成 
chfcz)y 一 ec Yr oy 
此 即 雹 和 链 夯 ， z 
如 果 我 们 要 求 MM 是 直 绞 面 ， 不 妨 设 f(x,y) 表示 成 
(Ty) = hh(), 


rr 


:二 一 


J 
代入 (2.14) 便 得 到 h() 满足 的 微分 方程 
《1 十 天 ?下 人) 十 站 下 = 0, 
其 通 解 为 
严 一 上 * atrctgti a- 
合 司 二 0， 则 得 方程 (2, 14) 的 解 
yy》 一 习 。arctg > 
此 即 下 螺旋 面 . 
在 本 节 的 最 后 ,我们 对 极 小 曲面 方程 作 一 些 观 察 和 分 析 . 由 


(Green 公式 {2, 11》 知 道 ， 如 果 在 单 连 通 区 域 品 内 成 立 
a8 _a4 


a dy? 
。 9 。 


则 对 于 落 在 万 骨 的 封闭 路 径 > 有 
| 4czsdz 十 Btr,y day = 0, 
因此 ， 曲 线 积 分 
Cx,y) = | ,Ary az + BCr, ydy 


与 区 域 D 内 从 点 (zo，y6) 到 点 (xz，32 的 路 径 是 无 关 的 ， 即 
C (zx，y) 是 在 区 域 DD 内 定义 好 的 一 元 遇 数 ， 并且 
三 CT = ACT ydr + Blixr, yady., 
这 说 明 微 分 形式 4 (xz，y) dzx 十 B(x，y) dy 是 函数 CC (zx， 
y》 的 全 微分 . 
我 们 假定 图 M 的 定义 区 域 画 是 单 连通 的 ， 则 由 要 小 曲面 
方程 (2. 13》 得 到 


3 FF | 3 9 
| | 
所 以 必定 存在 D 上 的 连续 可 微薄 数 尺 (xz，y)， 司 得 
AR(zs9) =— diy, 
Vi VIF” 
或 者 
dak 
rr pa 
(2. 15) 
RR _ bb 
Y vipig 


从 极 小 曲面 方程 还 能 得 到 嚼 外 两 个 爹 微分 式 , 它 们 很 有 用 . 
要 导出 这 两 个 式 子 需要 作 一 些 计算 ， 直 接 计算 得 到 
a l+g |- 2| pq 
ml vT 下 六 下 于 HVT 
一 一 Fp toy 二) — 2pgf,, 
十 《1 十 六 7 了， 
.a PD. 


3 四 1 al 1l+p 1 
天 A 站 | 让 生地 1 
所 以 在 D 上 存在 连续 可 微软 数 Sr,y) ,T(z ,yx)，, 使 得 
dS(zs) om lth d+ gy, 
人 
CT ， )—— ”TIr+9 _y ， 
1 
即 在 DD 上 有 连续 可 微 晴 数 S、 丁 满足 
as l+p 
I+P+e > (2.16) 
-ft Tl1+9 
VITP FT 加 


- 21* 


三 ”曲面 的 面积 


前 面 所 讨论 的 曲面 都 表示 为 贤 数 z= 二 f(x，y) 的 图 象 . 这 
种 表示 法 是 有 局 限 性 的 ， 它 要 求 曲 面 与 平行 于 = 轴 的 直线 只 能 
有 一 个 交点 。 更 常用 的 表示 曲面 的 方法 是 用 参数 方程 ， 假 定 在 
3 维 欧 氏 空间 民 中 取 定 一 个 第 卡 儿 直角 坐标 系 [0; 大 ]， 
那么 曲面 上 的 点 Plx,y,z) 可 以 用 三 个 函数 
证 一 XH ,UV), 
= 《3.1) 
x 一 {HD) 
表示 ， 其 中 (x， wv) 称 为 曲面 的 参数 ， 它 的 变化 范围 是 平面 RR 
中 的 一 个 区 域 D. 通常 ， 我 们 用 r 表示 向 径 O 疡 ,于 是 曲面 
(3.1》 可 以 记 成 
FF = (TRU) yu) ,HD ) ). (3. 2) 
参数 (u,v) 是 区 域 上 的 点 的 坐标 ,同时 也 是 曲面 M 上 的 点 的 
坐标 。 这 是 因为 把 参数 x、v 的 值 代入 方程 (3. 1), 便 得 到 曲面 
上 的 对 应 点 的 重卡 儿 坐 标 (xz，y，z)， 所 以 曲面 上 的 点 是 由 zz、 
v 的 值 通过 方程 《3. 1》 而 确定 的 ,我 们 把 (u,v) 称 为 曲面 M 
+ 内 全 


上 的 点 的 曲 纹 坐标 . 为 了 更 加 形象 地 理解 这 个 概 人 意 ， 我 们 考虑 
(xo，vwo》 确定 的 点 P. 在 区 域 DD 内， w= 二 vo 代表 一 条 与 # 轴 平 
行 的 直线 ; 对 应 地 ， 在 上 曲面 M 上 就 有 一 条 通过 点 疡 的 曲线 
rT = (TH 0 yu Vo) TN 00) ) 

其 中 是 曲线 的 参考 ,我 们 把 这 条 曲线 称 为 其 面 上 经 过 忆 点 
的 &z- 曲 线 ， 同样 道理 。 区 域 D 内 与 v 轴 平 行 的 直线 zx 一 zm 对 应 
着 曲面 M 上 经 过 成 点 的 z 曲 线 . 因此 , 在 曲面 M 上, xz- 曲线 和 
"曲线 梅 成 履 盖 对 的 两 族 曲 线 网 ， 而 曲面 M 上 每 一 点 必 是 一 


菜 z#- 和 曲线 和 一 条 z 跑 线 的 交点 ， 


一 于 
对 于 能 用 微 积 分 进行 研究 的 曲面 , 一 般 要 求 (3. 1) 式 中 的 
孙 数 TRAO) YU) ,0) 有 连续 的 三 阶 以 上 的 偏 导 数 ， 用 
外 ,为 了 使 方程 (3. 1) 确实 给 出 一 张 曲面 , 通常 还 要 求 在 曲面 
上 每 一 点 处 zx- 曲线 和 zw- 曲线 的 切 向 量 
Fe = (Tvs rT) 
和 和 
六 一 《eye 全 
pi 


不 共 线 ， 即 


Vr 


Fr. 和 Fr 二 四 "2 0, (3. 3) 
Jo 十 py 中 十 
满足 以 上 条 人 忻 的 曲面 称 汐 正则 曲面 . 


函数 = 二 f(z,y) 的 图 得 可 以 看 作 以 (zr,y) 为 参数 的 正则 
出面: 
r= (Ty ry) ), (3, 4) 
这 上 时， 
二- -一 (10,7.), 
ry = (0;,] ;ff,), 
所 以 
r- Xr = tf — 11) A 
由 问 量 积 的 定义 可 知 
六 一 
Fr,* {tr Xr) 一作、 
然而 ,， 切 向 量 六 和 ,在 曲面 上 张 成 在 该 点 的 切 平面 , 所 以 上 式 
表明 r, xr, 与 曲面 的 切 平 面 穗 直 :， 利用 正则 性 条 件 ， 在 曲面 好 
上 就 有 一 个 完全 确定 的 单位 法 向 量 场 ” 


站 
入 一 Ir Xr (3.95) 


这 样 ， 在 正则 曲面 M 上 的 每 一 点 + (x。w) 附加 了 一 个 标 哥 
(或 一 个 活动 的 坐标 系 ) frz 所 ，r,，##}， 它 的 原点 就 是 曲面 叶 
上 的 点 ”>， 标 架 的 前 两 个 向 量 六 、r 是 曲面 在 该 点 的 两 个 切 向 
量 , 它 位 分 别 是 参数 上 曲线 的 切 向 量 ,* 是 曲面 在 该 点 的 单位 法 向 
曹 ， 我 们 称 {r} ru, rr,， ne} 为 曲面 在 该 点 的 自然 标 架 ， 根 据 向 
重 积 r.Xv 的 定 文 ， 向 量 +.，r.，# 是 成 右手 系 的 ; 但 是 ,一般 
说 来 ，{r; mrm，ro，E} 不 是 向 卡 儿 直角 坐标 系 ， 因为 5 与 7, 不 
一 定 基 彼此 正 交 的 单位 向 基 . 尽管 如 此 ， 当 我 们 研究 曲面 在 一 

和 了 各 


点 附近 的 性 质 时 ， 选 用 曲面 在 该 点 的 自然 标 染 是 天 宜 的 ; 原因 
很 简单 ， 空 间 的 黎 卡 儿 坐 标 系 是 脱离 出面 而 丛 立 的 ， 而 目 然 标 
架 已 经 考 虚 到 曲面 的 特性 ,并 且 随 着 曲面 上 的 点 的 变化 而 变化 .. 
研究 曲面 在 一 点 的 弯曲 性 质 有 许 案 办 法 ， 其 中 的 一 种 目 然 的 方 
法 是 考察 曲面 切 平面 的 方向 《 即 其 法 向 量 ) 变化 的 连 率 ， 也 就 
是 需要 计算 曲面 的 单位 法 向 量 的 微分 ， 这 种 计算 与 曲面 的 自然 
标 架 有 密切 的 联系 ， 
为 了 利用 目 然 标 商 场 来 研究 曲面 ， 知 道 该 标 架 场 的 度量 系 
数 是 十 分 重要 的 ， 所谓 一 个 标 架 的 度量 系数 是 指标 架 向 量 之 间 
的 内 积 的 值 ， 我 们 记 
EE=r,* p= 十 yz， 
F=r,* 一 二 《3. 67 
=po Ot 十 六 十 有， 
其 余 的 系数 是 
一]. 
如 果 我 们 用 dr 表示 曲面 M 在 点 r (x, wv) 的 切 向 量 ， 它 可 
以 表示 为 


dr=p.edu rdv. (C3,7) 

因此 ,du、dv 恰好 是 切 向 量 dr 关于 自然 标 架 {ri r., r。} 的 分 
量 (实际 上 , dr 是 向 量 卫 数 r (u,v) 的 全 微分 . 因为 自 变量 n， 
v 的 微分 是 一 组 新 变量 , 它们 可 取 任 意 的 实数 值 ， 所 以 dr 代表 
曲面 在 点 * (zy z) 的 任意 一 个 切 向 量 ), 向 量 ar 的 长 度 平方 为 
ldr|* = dr + dr = Edu’: + 2Fdrudv + Gdw?, (3.8) 

这 个 公式 说 明 , 如 果 已 经 计算 出 曲面 上 自然 标 架 的 度量 系数 , 那 
么 只 要 知道 切 向 量 关 于 自然 标 架 的 分 量 就 能 计算 它 的 长 度 ， 而 
不 必 知 道 该 切 向 量 关 于 空间 的 稍 卡 和 直角 坐标 系 的 坐标 .一 个 
具体 的 应 用 是 :已 知 曲 而 上 有 一 条 曲线 的 方程 是 用 曲 纹 坐 标 给 

» 25% 


出 的 ， 设 为 
=v 


那么 曲线 的 切 问 量 ”4 的 长 度 是 


[PC 一 Ew ty 十 2 
该 曲线 的 长 度 是 
Adu: du dr crr)’ 
Fa | 2F Ir +G| 刍 | dit. 4.9) 


《3. 8) 式 的 石 问 是 一 个 二 次 微分 形式 ， 称 为 曲面 的 第 一 基本 形 
式 ， 通 常用 了 表示 . 

下 面 我 从 要 讨论 曲面 面积 的 概念 ， 并 且 把 它 用 第 一 基本 形 
式 时 系数 表示 出 来 . 

详 多 计算 平面 图 形 面 积 的 公式 早 在 欧 几 里 德 的 “几何 原 
本 ”出 现 之 前 就 已 经 建立 起 来 了 .量度 平面 图 形 的 一 种 实际 做 
法 是 这 样 的 :用 一 张 画 有 正方 形 顶 格 的 透明 纸 盖 在 平面 图 形 上 ， 
数 出 图 形 包含 的 正方 形 格子 的 最 大 个 数 ， 以 及 它们 的 并 集 能 把 
图形 包含 在 内 的 正方 形 档 了 于 的 最 小 个 数 . 这 些 个 数 条 以 正方 形 
格子 的 面积 正好 是 平面 图 形 面 积 的 不 是 近似 值 和 过 剩 近似 值 ， 
将 正方 形 栅 格 再 细 分 ， 则 上 面 所 求 得 的 不 足 近 亿 值 和 过 和 猎 近 似 
值 将 会 越 来 越 接近 ， 最 终 趋 于 同一 个 极限 ， 该 极限 就 是 平面 图 
形 的 面积 . 用 这 种 办 法 可 以 得 到 三 角形 的 面积 一 方 X 底 X 高 ,由 
此 得 到 平面 多 边 形 的 面积 . 

多 面体 的 表面 是 由 一 些 平面 多 边 形 组 成 的 ， 因 此 其 表面 积 
是 这 些 平面 和 多边形 的 面积 之 积 ， 和 至 于 弯曲 的 曲面 ， 很 自然 地 会 
想到 用 内 接 于 曲面 的 多 面体 的 表面 积 近 似 曲面 的 面积 :因为 曲 
线 的 长 度 就 可 以 用 内 接 折 线 的 长 度 来 近似 ， 当 曲线 的 方程 可 徽 
时 , 该 近似 钊 的 极限 正好 是 (3.9) 式 给 出 的 积分 . 但 是 H. A. 
Schwarz 给 出 的 一 个 善 名 例子 说 明 ， 即 使 是 对 于 十 分 简单 的 曲 

和 + 


ne 


"| 


面 片 ， 这 种 办 法 也 是 行 不 通 的 ， 这 个 例子 是 这 样 的 ; 设 S 是 一 
段 柱 面 
工 十 只 一 ]，0s<x 坟 1. 

将 柱 面 S 沿 直 母 线 , z= 二 1, y 一 0, 0 安安 1 前 开 , 它 可 以 铺 开 在 
平面 上 成 为 边 长 分 别 为 1 和 2r 的 矩形 R, 所 以 S 的 面积 是 2x. 
现在 把 矩形 R 的 两 边 分 别 作 m 等 分 和 >， 等 分 ,于 是 六 分 成 man 
个 小 矩形 . 每 个 小 矩形 的 两 条 对 角 线 又 把 它 分 成 4 个 小 三 角形 ， 
当 你 把 屎 复原 成 为 辆 柱 面 5 时 ,上 面 所 划分 的 4wn 个 小 三 角形 
的 顶点 成 为 $ 上 的 点 集 ， 以 这 些 点 为 顶点 作 相应 的 三 角形 得 到 
内 接 多 面体 的 表面 $,,。 易 得 5.,, 的 面积 是 


2 | 
A 1) 一 2nsin 二 十 [1 十 | PHSIN 二 | | x nsin 二 ， 
2 nn 2n 好 


| 
| 
| 


这 是 一 个 二 元 数列 , 当 mr、n 以 不 同 的 方式 赵 于 十 ce 时 ,4048S。,) 
会 趋 于 不 同 的 极限 ， 讽 如 ， 

着 m 二 nA(S,.) 一 一 2 

着 二 AC 二 o0: 

蘑 抽 一 kn ( 导 是 常数 )， 4 (SS。) 一 一 rr (1 十 vv 十 Er . 
所 以 , 443。 作为 二 元 数列 是 没有 极限 的 ， 这 祥 ，, 我 们 不 能 够 
簿 单 地 把 内 接 多 面体 表面 积 的 “极限 ” 定 久 为 曲面 的 面积 ， 其 

z 。27P 。 


至 于 不 能 够 把 内 接 多 面 体 表面 积 作为 曲面 面积 的 近 伏 值 . 值得 
注音 的 一 个 事实 是 
lim (> 2 


关于 连续 曲面 面积 的 定义 ， Lebesque 和 作出 了 很 大 的 贡献 ， 
他 缩 出 的 定 艾 如 下 : 对 每 一 个 连续 曲面 S$ 都 指定 了 一 个 数 
4(S), 称 为 3 的 面积 ， 要 求 满足 以 下 条 件 :〈1) 如 果 3 是 多 面 
体 的 表面 , 则 A4(S) 是 5 的 通常 音义 下 的 面积 , 即 它 等 于 组 成 S 
的 各 个 多 边 形 的 面积 之 和 : 《2) 若 有 一 系列 曲面 SS， 则 
limACS.) 2 ACS); 


(3) 对 于 每 一 个 连续 曲面 8, 必 能 找到 一 串 多 面体 的 表面 P,, 使 
得 Pi—h, 并 且 
limA(P.) = 4(S) . 


定义 中 涉及 到 曲面 序列 $, 赵 于 曲面 $ 的 概念 ， 后 来 由 
Frechet 所 证 请 .在 Frechet 意义 下 ,， 两 块 连续 曲面 之 间 的 距离 
是 这 样 定 义 的 : 假定 两 块 曲面 $,、S; 是 从 单位 圆 盘 襄 到 RR 的 
两 个 连续 觅 射 的 象 ， 盈 

:DD— 3,C R:, 
人 
命 
OCF + ) = 一 supd Cf Cr) ,f(r)), 


其 中 4 (*，，，) 是 RR 中 的 距离 闻 数 ， 显然, 如 果 人 (六 , 产 ) = 
0, 则 户 二 fs. 得 是 我 们 要 考虑 的 是 两 个 曲面 的 接近 程度 ， 而 不 
是 它们 的 参数 表示 的 接近 程度 ， 所 以 需要 在 它们 所 有 可 能 的 参 
数 表 示 中 取 亲 (C7, ,fi) 的 下 确 界 ， 于 是 命 


，” 记号 lim 昨 指 下 极限 、 即 所 有 收 就 子 序列 的 极限 的 下 确 界 . 
=。 1 。 


dd) = 一 infd(CF, ,7 . 了 >， 


其 中 全 遍历 了 所 有 的 从 厂 到 自身 的 同 胚 .d (5S,,5;) 称 为 曲面 
$1 入, 之 间 的 距离 .应该 指出 的 是 , 在 Frechet 意义 下 考虑 两 
个 曲面 之 间 的 距离 时 ， 这 两 个 曲面 必须 有 相同 的 拓扑 类 型， 在 
前 面 的 报 述 中 ，.9,、5: 都 是 与 圆 盘 同 胚 的 曲面 . 

现在 ，Lebesque 的 定义 中 的 A (085) 可 以 这 样 取 : 设 {P.} 
是 任意 的 在 Frechet 意义 下 收 和 化 于 5 的 多 面体 表面 的 序列 ， 命 

4(S) = inf limACP,), 

其 中 ACP,) 是 P. 在 通常 意义 下 的 面积 ， 那么 A (SS) 适合 
Lebesque 定义 的 要 求 ， 可 以 证 明 ， 当 曲面 M 是 连续 可 微 的 时 
配 ， 上 面 定 义 的 4CM) 可 以 表示 成 二 重 积分 


AM) = | VEC — Fidudy, (3. 10) 


其 中 好 是 由 (3. 2) 给 出 的 定义 在 区 域 DC 下 上 前 连续 可 微 的 
参数 曲面 , 、F、G 是 第 一 基本 形式 的 系数 ， 我 们 不 打算 在 这 
里 给 上 出 上 述 事实 的 证 明 ， 因 为 验证 的 过 程 是 相当 累 闽 的 .但 是 
我 们 要 指出 两 点 ， 一 是 表达 式 (3. 10) 与 曲面 参数 表示 的 选择 
是 无 关 的 ， 再 就 是 表达 式 有 明显 的 直观 意义 ， 

慨 定 曲面 M 有 参数 变换 


天 时 (a , Ti), 


~ (i, THT) ED. (3. 11) 
Uy (KK, PY, 

在 新 参数 辫 , 5 下， 曲面 的 参数 方程 (3. 1》 成 为 

T= ru vv,T)Y, 

y= yu ,URET)Y, 

z 一 (u,v) vA DY)Y. 
直接 计算 得 到 

E~E| 宏 | +2F 尖 . 完 十 G| 党] ， 
* D0. 


MN ,id 因 办 3 名 
P=E 涛 "党 +F[ 党 * 索 + 党 : 车 | + 器 "器 
dl RM i de 
GE| 完 2F 无 。 训 +G| 加 
因此 
FOGO— 一 Husv) , (3.12) 
AED) 
其 中 


> 


: i 
a (ay 0) | 而 
9 (RB) | Nn 

天 区 


是 参数 变换 (3，11) 的 Jacobi 行列 式 , 根据 二 重 积分 的 变量 赫 
换 公 式 ， 我 们 有 
| /ECG— Fidudo 


Se ;TT7) 


| 


=- | VEG—F .| 


= | EC — F? diids. 

由 此 可 见 ,(3. 10》 式 尽管 是 用 曲面 的 参数 方程 给 出 的 ,但 是 它 
与 参数 的 选择 是 无 关 的 . 

《3. 10) 式 的 直观 几何 意 交 也 是 明显 的 . 首先 假定 曲面 是 连 
续 可 徽 的 ， 我 们 把 曲面 分 割 成 互 不 重 登 的 小 块 曲面 片 ， 在 每 一 
个 小 曲面 片 中 任意 指定 一 点 ， 将 该 曲面 片 庙 曲面 在 指定 点 的 切 
平面 作 正 交 投 影 . 当 小 块 曲 面 片 的 直径 一 致 地 赵 于 堆 时 、 这 些 
曲面 片 的 正 交 投影 面积 的 总 和 趋 于 一 个 确定 的 极限 ， 该 极限 愉 
好 是 (3. 10) 式 右 端的 二 重 积 分 .很 显然 ， 当 小 曲面 片 的 直径 
很 小 时 ， 小 曲面 片 的 正 交 投影 的 面积 近似 地 等 于 小 曲面 片 的 面 
积 . 

+ 3 


转世 
设 所 考虑 的 小 曲面 片 是 z 适当 地 选取 所 中 的 管 卡 儿 直角 
坐标 系 ; 使 得 # 在 指定 点 PP 的 切 平面 恰 好 是 xy- 平面 . 设 3 的 参 
数 方 程 是 
T= rn sy = YR = es 
其 中 cx, v) EcoCD， 则 在 点 PP 的 切 平 面 上 的 正 交 投影 8 的 
方程 是 、 
T=7 us HU yy (Hs VI, t= 人 0, 
其 中 (tw; vz) Ea 当 z 的 直径 充分 小 时 ， 上 面 的 方程 建立 了 5 
与 5 之 间 的 一 一 对 应 ; 即 (xz v) 可 以 看 作 损 影 区 域 了 上 的 曲 敏 
坐标 + 所 以 根据 二 重 积分 的 变量 替换 公式 ,= 的 面积 可 以 表示 为 
Hx,y) dudv. 


4457 = Jazay -| 了 
注意 到 曲面 在 点 P 的 法 线 与 z 轴 重 合 ， 即 


昌林 二 


大 并 下 PP 一 | 5 ,0,0| 
故 
xno ED, 
于 是 根据 曲面 的 法 向 量 r. Xr, 的 连续 性 ， 在 疼 上 任意 一 点 有 
Hr,Yy) _ 
no | = lr Xr én,v), 


其 中 se kay am) 在 ea 的 直径 很 小 时 可 以 任意 地 小 . 特别 是 ,对 于 
任意 给 定 的 se>0, 只 要 分 割 得 相当 细 , 从 而 = 的 直径 充分 地 小 ， 
总 可 以 使 对 于 任意 的 (xu， vw) Eo 有 

euv) | < 
因而 


Ats) = | | Xr,|dudvw 十 | Em oD ddd , 
[ACF) 一 | ro x rldudvl < e+ ACo). (3. 13) 


要 指出 的 是 ,表达 式 | |r。 Xr。1dudo 不 再 与 中 笛 卡 儿 直 角 举 
标 系 的 特殊 取 法 有 关系 .因此 从 (3. 13) 式 得 到 
DS ACE) 一 | im 并 rdudzo 


< > |. [eCu sw) Idudy 
e+* ACD). 
由 此 了 可见 ， 者 用 dlo) 表示 的 直径 ， 则 有 
lim ,2 45) =| Ir rr, | dudv. (C3, 14) 


Tmax 


但 是 ， 由 向 量 积 的 定义 ， 我 们 知道 
re Xr) = | | r,sin Cr sr,) 


= Vv |r rr — cosi/ (rs.)) 


人 


一 VEG— fF, 
所 以 〈3. 14) 式 的 右 端 就 是 “3，10》 武 右 蜗 的 二 重 积 分 
函数 z 二 了 (x，、wy) 的 图 象 可 以 看 作 方 程 〈3. 4) 给 出 的 参 
数 曲 面 ， 所 以 
rr Xr, 一 【一 ,一 了 1)， 


Ir: XX rf,| = vi 十 天 十 产 ， 


元 辆 数 z 二 (ry 7); 《TY) EC 了 的 图 象 的 面积 是 
ACMY =| Vi 二 + fidzrdy, 


此 即 52. ?7) 式 ， 

面积 的 定义 是 极 小 曲面 理论 的 一 个 根本 问题 . 事实 上 ， 在 
解决 Plateau 问题 及 其 推广 的 过 程 中 ， 一 个 中 心 的 问题 就 是 如 
”人 和 何 处 理 高 维 子 流 形 及 其 边界 的 相应 的 测度 问题 ， 妃 何 测度 论 就 
是 由 此 产生 和 发 展 起 来 的 ， 已 经 成 为 一 个 很 重要 的 理论 ， 而 且 
在 极 小 于 流 形 理论 中 起 到 十 分 要 紧 的 作用 ， 在 这 本 小 册子 中 我 
们 不 可 能 对 它 作 简 要 的 介绍 ， 读 者 可 以 参考 [01]，[9]. 


* 


四 曲面 的 曲率 


在 上 一 节 我 们 已 经 讨论 了 参数 其 面 上 的 度量 ， 也 就 是 曲面 
的 第 一 基本 形式 ， 利 用 曲面 的 第 一 基本 形式 ， 可 以 计算 曲面 上 
曲线 的 长 度 ， 在 一 点 的 两 个 切 向 量 的 夹 角 ， 以 及 计算 曲面 的 面 
积 ， 现 在 ， 我 们 要 简明 地 介绍 刻画 曲面 形状 的 方法 ， 并 且 和 叙述 
曲面 的 曲率 的 概念 . 

假定 是 曲面 M 上 的 一 点 ,x 是 曲面 M 在 点 P 的 切 平面 ， 
它 的 单位 法 向 量 就 是 曲面 M 在 点 户 的 单位 法 向 量 , 记 作 w， 从 
直观 上 看 , 要 研究 曲面 M 在 点 P 的 形状 ( 它 是 怎样 弯曲 的 ? 弯 
曲 得 房 害 不 厉害 ?), 最 自然 的 办 法 是 将 曲面 M 与 切 平面 作 比 
较 . 如 果 曲 面 M 在 点 卫 的 附近 全 部 落 在 切 平面 的 一 侧 , 则 曲面 
在 该 点 附近 的 形状 好 像 一 个 小 山 包 的 顶部 那样 凸 起 或 者 像 一 
只 太 的 底部 向 下 凸 起 ). 至 于 凸 起 的 程度 则 需要 测量 曲面 在 点 书 
附近 的 点 到 点 处 的 切 平面 x 的 距离 . 如 果 曲 面 在 点 己 的 附近 
落 在 切 平 面 x 的 两 出 ， 则 曲面 在 该 点 附近 的 形状 就 好 像 是 一 只 
马鞍 子 ,两 头 向 上 讽 , 两 边 往 下 弯 . 这 种 情况 同样 可 以 用 点 P 附 
近 的 点 到 切 平面 x 的 距离 来 刻画 。 此 时 ， 该 距离 应 理解 为 有 向 

醒 了 过 三 


AD 


册 4. 1 
距离 。 该 距离 为 正 表 明 该 点 落 在 切 平面 x 的、 由 问 量 ns 指 同 的 
-一 侧 ， 该 距离 为 负 表 明 该 点 落 在 切 平面 r 的 男 一 侧 . 具体 一 点 
说 ,假定 点 PP 对 应 于 参数 值 (wo，vwo》， 则 邻近 点 @ (x，v) 到 
点 忆 人 处 的 切 平面 w 的 有 问 距 凡是 
© 一 (FrfR 如 — FOu e000)) * RONG Vo). C4. 1) 
将 参数 方程 r(u,v) 在 点 Cuo,vo) 附近 作 Taylor 展开 ,我 们 
有 
Fu) 2 Tt) 十 《re 十 三) | 


十 5 Cr 十 27spaAhp 十 Pae2 | ,0 
其 中 Ax 二 ww 一 www，Av 二 v 一 vo， 所 以 
da (LAw’ 十 2MAuAv + NAw’), (4. 2) 
其 中 


L=rw * NR | vs 
Mf = rr,, ™ Rs 《本 。 3) 
N= * HRI, 


po 


和 过 口 二 


估计 式 (4. 2) 在 上 .MN 不 全 为 零 时 是 成 并 的 ; 当 上 、M、N 全 部 
为 零 时 , 则 需要 考虑 rtw ,wv) 的 Tayior 展开 式 中 二 深 以 上 的 项 . 

4, 2) 式 的 右 端 启发 我 们 引进 曲面 对 的 男 一 个 二 次 微分 形 
式 

1 = Ldu + 2Mdudvt Ndvw’, (4. 4) 

称 为 曲面 的 第 二 基本 形式 ， 通 过 直接 计算 可 以 验证 ， 当 介面 作 
保持 定 合 不 变 的 参数 变换 时 ， 第 二 基本 形式 是 不 变 的 ， 当 曲面 
的 定 何 翻转 时 ， 也 就 是 将 曲面 的 单位 法 向 量 的 指向 颠倒 过 来 
{或 者 是 将 参数 #4、v 的 先后 次 序 颠 价 ), 这 时 , 第 二 基本 形式 差 
一 个 符号 , 因为 工 的 几何 意义 是 26 的 近似 和 值 , 上 面 所 说 的 内 容 
显然 是 正确 的 ， 

我 们 知道 球面 是 完全 对 称 的 ， 特 别 是 在 每 -点 沿 各 个 方向 
的 吾 曲 程度 都 是 一 样 的 ， 即 球面 是 各 和 问 同 “ 弯 ” 的 ， 一般 曲面 
的 情况 要 复杂 得 多 ,但 是 研究 曲面 在 每 一 点 沿 各 个 方向 的 弯曲 
情况 显然 是 了 解 曲 面 形状 的 有 效 手 眉 ， 我 们 从 研究 曲面 上 上 曲线 
的 曲率 做 起. 

假定 C 是 曲面 M 上 的 一 条 有 曲线 ， 它 可 以 用 曲面 M 的 曲 纹 

ut = is) v= v(s), 


其 中 :是 曲线 CC 站 丢失 参政: ， 曲线 C 的 切 向 量 是 


Pt 一 2 2 十 re 人 ， (C4. 5) 


这 里 学、 入 好 是 切 向 全 了) 关 于 骨 面 的 自信 村 (rs rs 
~ 


| rs = 


(4. 6) 
。 36 。 


特 {4. 5) 式 再 微分 得 到 曲线 世 的 曲率 向 量 
2 ‘i je 
(8) 一 六 tr, +r | 


ts 
du dv 
Hara " ds ro 


dul’ 
ds) 
根据 定义 , 曲 认 向 量 r(s) 的 长 度 |r"(s)| 称 为 曲线 C 的 曲率 , 记 
为 下， 偶 率 关 的 几何 意 浆 是 曲线 C 的 切 同 量 的 切 方 向 角 关 于 曲 
线 距 长 的 改变 率 ， 因 此 它 的 大 小 反映 了 曲线 C 的 方 阿 改变 的 快 
怪 , 即 曲线 c 的 弯曲 得 度 , 注意 到 , 在 rs) 的 表达 式 中 的 前 两 
项 是 曲面 的 切 回 量 , 所 以 当 曲 率 向 量 r"(s) 投影 到 曲面 的 单位 法 
同 量 n# 上 了 时， 这 两 项 就 消失 了 . 于 是 
rt{s)y*n 一 用] 十 2M + 9 呈 | ， 
我 们 把 rs) “*# 关 称 为 落 在 曲面 好 上 的 曲线 上 的 法 曲率 , 记 为 加， 
结合 (4.6) 式 , 我 们 可 以 把 法 曲率 ,表示 为 
人 -2 
_ Ldu+ Mdudvt Ndvw [4.7) 
天 二 2 十 co 
从 这 个 表达 式 知 道 法 曲率 太 实际 上 和 与 曲线 局 没有 多 大 的 联系 ， 


它 只 是 曲面 在 一 点 的 切 方 向 仿 的 函数 ,曲面 上 两 条 相 切 于 PP 点 
的 曲线 C1, C, 在 点 有 相同 的 法 曲率 .在 有 曲面 的 已 知 点 (wo， 
rm)》 给 定 一 个 切 方向 和 一 4《 即 对 应 的 切 向 量 是 如 .十 r,| .6s)， 
则 曲面 上 与 该 切 方向 相 切 的 曲线 有 无穷 多 条 ， 其 中 最 简单 的 一 
和 芭 是 切 回 量 灯 . 士 记 | 与 法 向 量 evwo) 张 成 的 平面 了 与 山 
面 M 的 交 线 忆 . 曲线 已 是 一 条 平面 曲线 , 它 在 平面 内 的 法 向 
量 正好 是 曲面 的 法 向 量 #(wo,vo). 我 们 把 曲线 已 称 为 曲面 叶 在 
点 (wo, v6) 沿 切 方向 他 一 4 的 法 截 线 . 由 于 平面 五 内 的 曲线 


* I7 +* 


图 4.z 


的 曲 率 向 晤 与 心 在 五 内 前 法 向 量 是 共 线 的 ， 斯 以 它 在 点 two， 
v0) 振 曲 率 阿 量 在 Cao) 上 的 投影 恰好 是 向 线 忆 的 相对 项 率 ， 


即 曲面 在 点 (ue,06) 沿 切 方 向 他 的 法 曲率 恰好 是 该 切 方向 决定 


的 法 截 线 在 该 点 的 相对 曲率 ， 由 此 可 见 ， 法 曲率 形象 地 刻画 了 
帆 面 沿 对 应 的 切 方向 的 弯 册 情况 ， 法 曲率 的 符号 表明 葛 面 沿 该 
切 方向 弯 向 单位 法 向 量 n 所 指 的 哪 一 侧 ; 法 曲率 的 绝对 值 反映 
了 曲面 洪 该 切 方 向 压 曲 的 程度 ， 另 外 。 只 要 在 一 点 沿 某 切 方向 
的 法 曲率 不 等 于 零 ， 则 法 截 线 在 该 点 附近 必定 落 在 切 平面 的 加 
一 便 ; 法 截 线 穿 过 切 平面 的 情形 只 发 生 在 法 曲率 为 零 的 时 候 - 

关于 法 曲率 的 上 述 解释 ， 实 际 上 给 出 了 一 种 了 解 上 曲面 形状 
的 直观 方法 ， 即 通过 观察 晶 夯 的 各 个 章 面 线 〈 即 法 截 线 )》 的 形 
状 来 了 甫 曲面 的 形状 ， 这 正 是 Euler 研究 曲面 拟 采 用 的 方法 . 
Euier 进一步 发 现 , 在 曲面 上 一 个 给 定点 , 沿 各 个 切 方向 的 法 曲 
率 之 间 有 一 定 的 联系 , 这 个 关系 式 就 是 现在 所 称 的 Euler 公式 . 
下 短 我 们 要 导出 这 个 Euler 公式 . 

+ 


不 妨 假定 在 给 定点 三 的 附近 取 参 数 系 (za ,tm)， 使 得 参数 曲 
线 网 在 点 三 是 彼此 正 交 的 5 显然, 这 总 是 能 做 到 的 ?， 即 在 已 点 
有 r.*。r, 一 0, 或 下 =0， 假 设 切 向 量 (dwx， Av)， rdu 十 rodv 与 
u- 曲 总 切 向 量 +r, 的 夹 角 是 8， 则 有 


p= FU 二 rod I 
re lr.| 


_ /Edu 
Edu Gd 


因而 
AT ct 
v Edui Gadv 
于 是 曲面 在 记 点 沿 切 方向 (dwx，dv) 的 法 曲率 是 
8 du +2Mdudvut Ndvwi 
3 Edu’ Gdav’ 
一 环 cos’9 十 2 -cospsinb 二 六 sinzg 
在 PP 点 ，E, G,， 上 ,M,N 都 是 确定 的 数值 ， 所 以 上 式 明 确 地 
把 法 曲率 所 表示 为 方向 角 6 的 函数 ， 它 还 可 以 改写 为 


sint = 


li NN ， 
“一 人 关 一 专 ]cos26+-- 居 RSin20 
li HN 
十 到 | 二 二 去 
li NN M 
如 果 | 去 Et | #0, 则 有 2 使 得 
1 咽 一 容 | 
cos20, = uF oC ， 


虽 于 合生 


EG 
SIN2 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ， 
DZ 
4| 乞 一 公 | + 起 
于 是 
1] i MN MM 加 
11 NN 
十 去 | 基 十 专 (4. 8) 
由 此 可 风 、， 当 #8= 疝 或 所 十 fr 时， 取 最 大 值 
lft Nr /i 
名 一 E+ 它 ) 十 Ny 4 二 一 会] + 维 ， (4. 9) 


3 六 


当 9 一 名 十 坊 或 各 十 过 时 ，& 取 最 小 什 


liL NN lL NN Mf 
~ 去 | 坪 + 窑 ] 一 二 | 关 - 全 | + 《19 


我 们 把 向 面 在 己 点 的 最 大 法 曲率 六 和 最 小 法 曲率 居 称 为 曲面 
在 P 点 的 主 曲 率 ， 对 应 的 切 方 向 [ 即 9 一 名 ，% 十 二 ,8 十 r，& 


+ 这 | 称 为 项 面 在 P 点 的 志方 向 . 用 各， 代入 公式 (4.8) 得 


到 
一 kcositd — 2) + ksin: (8 — 2), {4.11) 
此 即 Euler 公 Au 了 
工 [三 MO 
m 时 | 二 [和 5)，JE| 一 0" 则 得 
lit 
和 一 志 [对 + 它 )， 


它 与 切 方 癌 8 无 关 . 这 时 , 曲面 的 主 方向 是 不 确定 的 . 这 样 的 点 
称 为 曲面 的 脐 点 . 
站 


合 
一 到 ( 司 十 to)， 下 一 上 号， (4. 12) 


分 别称 为 曲面 在 PP 点 的 平均 曲率 和 Gauss 曲率 ， 根据 有 ，; 的 
表达 式 (4.9)，《4.10)， 在 正二 0 时 我 们 有 吾 和 不 的 表达 式 


li 
LN—M: 
f= 


要 强调 指出 的 是 ， 我 们 在 上 面 计算 曲面 在 点 PP 的 主 曲 率 
kl， RR ， 平均 曲率 H 和 (auss 曲率 下 时， 预先 假定 参 教 曲线 网 
在 PP 点 是 正 交 的 , 即 在 PP 点 有 FF=0. 如 果 去 掉 这 个 假定 , 则 不 


难 导 出 

LG—2MF-NE 
2 CEG— FY) ° 

LN—M? 

K— pr 《4. 14) 

而 主 曲 率直 ，k; 是 二 次 方程 


大 一 2 五 1 十 天 一 0 


H= (4. 13) 


的 根 ， 所 以 

一 五 十 Y 于 一天， 

上 一 五 一 v 厂 :一 天 ， 
把 Euler 公式 和 用 法 曲率 描写 曲面 在 一 点 的 形状 的 方法 结 
全 起来， 我 们 观察 到 曲面 上 存在 两 种 不 同类 型 的 点 ， 杯 点 和 次 
点 ， 如 果 曲 面 在 呈 点 的 两 个 主 曲率 二、 已 同 导 , 即 Gauss 曲率 
天 一 0,， 则 在 该 点 沿 任 意 切 方向 的 法 曲率 太 与 坊 、 大 也 同 号 , 因 
此 曲面 在 请 点 的 所 有 法 截 线 (在 点 PP 的 附近 ) 全 部 是 朝 切 平 面 
的 同一 侧 弯 曲 的 , 曲面 在 点 PP 附近 的 形状 就 好 像 是 一 只 酒杯 的 
底部 . 这 种 点 称 为 杯 点 (或 椭圆 点 ). 球面 、 椭 球面 、 椭 疗 抛 物 

sa i: 


面 、 双 叶 双 曲面 上 的 点 都 是 杯 点 ， 

刀 果 曲面 在 串 拭 了 的 两 个 主 曲率 点、 不 ; 不 同 号 ,有 即 Gauss 曲 
率 天 过 0, 则 从 Euler 公式 知道 ; 当 方 向 角 如 从 主 方向 负 开 妈妈 
渐 增 大 时 ,上 的 大 小 起 主要 作用 ,因而 站 (站 与 上 同 叶 ; 但 大 , 当 
9 到 达 菜 个 角度 时, 和 的 影响 便 势均力敌 , 即 | 友 |。 
cos: (8—)= 二 | 上 ,1sin: (8 一 所) ,因而 ,87 二 0; 当 上 8 越过 这 个 前 
度 8 继续 增 大 时 ,,() 的 符号 便 与 辣 号 ;周而复始 . 此 时 , 曲 
面 在 点 卫 附近 的 形状 就 像 是 一 个 山口 .假定 山口 在 点 了 的 切 平 
面 是 水 平 的 ,那么 在 点 号 的 左右 两 侧 是 铅 上 延伸 的 山坡 ,而 在 点 
P 的 前 后 是 越过 山口 的 山路 ,以 点 卫 为 山路 的 最 高 点 .这 种 点 称 
为 著 太 (或 双 曲 点 》. 曲面 在 著 护 了 P 的 切 平面 与 曲面 相交 成 交 于 
点 了 的 两 支出 绕 , 单 时 双 曲 面 、 双 曲 执 物 面 上 的 点 都 是 鞍点 ， 

有 一 种 形象 地 表示 Euler 公式 的 方法 ， 就 是 所 谓 的 Dupin 
标 形 ， 若 命 

1 
VIA 
上 
Vl! 

则 Eujer 公式 成 为 

kr 二 Ry =sighk,. 
在 椭 图 点， 上 述 方程 的 图 形 是 椭圆 ， 在 双 昌 点， 上述 方程 的 图 
形 是 两 对 徙 此 共 严 的 双 曲 线 ; 在 抛物 点 ( 即 =0 的 点 ), 相应 的 
图 形 或 者 不 存在 (此 时 两 个 主 曲 率 皆 为 零 ), 或 者 是 一 对 平行 直 
线 此 时 只 有 一 个 主 曲率 为 零 )， 

Gauss 曲率 上 的 名 称 就 告诉 我 们 这 个 量 与 Gauss 的 研究 
成 果 有 联系 , 事实 上 ,Gauss 是 从 另外 一 个 角度 去 措 写 曲面 的 夺 
曲 程度 的 ; 他 的 方法 现在 称 为 Gauss 映射 ， 在 曲面 论 玉 一 般 子 

sa 


a - 一 


cos 【日 一 让]， 


和 sin (HO— 0,), 


流 形 的 研究 中 是 十 分 有 用 的 工具 . 

设 由 是 一 张 光滑 的 参数 曲面 , 在 它 的 每 一 点 有 一 个 确定 的 
单位 法 同 量 nxtwx,v), 如 果 把 这 些 向 量 的 起 点 都 移 到 空间 启 的 
坐标 原点 ， 则 它们 的 竹 点 落 在 下 中 以 原点 为 中 心 的 单位 球面 
上 上, 于 是 我 们 得 到 从 曲面 MM 到 单位 球面 三 的 映射 . 这 个 映射 就 
是 Gauss 映射 . 据说 ,Ganss 的 这 种 想法 党 到 他 曾 公 从 事 过 的 大 
地 测量 工作 的 启示 . Gauss 观察 到 曲面 的 弯曲 程 庆 可 以 用 曲面 
在 Gauss 上 映射 下 的 象 的 夯 积 与 曲面 本 身 的 面积 之 比 来 衡量 ， 这 
种 看 法 实际 上 是 曲线 的 曲率 概念 在 曲面 情形 的 直接 推广 . 
Gauss 发 现 , 若 DD 是 曲面 HM 上 围绕 忆 点 的 一 个 邻 域 , 方 是 万 在 
Gauss 映射 下 的 象 , 风 户 的 面积 与 DD 的 面积 之 比 在 DD 收 襄 为 点 
P 时 的 极限 恰好 是 曲面 M 在 点 己 的 两 个 主 曲率 乘积 的 绝对 值 
因此 ，Gauss 观察 到 的 曲面 的 弯曲 量 就 是 Gauss 曲率 . 

为 了 说 明 这 一 点 ， 我 们 不 妨 设 (wx，v) 给 出 的 参数 曲线 网 
在 点 五 是 彼此 正 交 的 , 即 已 在 忆 点 为 零 . Gauss 观 射 梨 #(n,v) 
可 以 看 成 单位 球面 三 的 参数 方程 ( 当 兵 天 0 时 ,这 在 局 部 上 是 对 
的 )， 则 mm。 是 球面 2 的 切 向 量 , 它们 与 向 景 # 正 交 , 因而 中、 
型。 与 曲面 的 切 平面 平行 ， 于 是 可 以 设 

Ny = Ar Br,s 

趣 。 二 了 ,十 富 F,. 
为 了 求 系数 a, 8, 7， 和, 只 要 分 别 用 m、r 去 点 和 著 上 面 两 式 , 并 
注意 到 F=0 的 假设 ， 邦 有 
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ti "Ts + rs 
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因此 
和 二 了 二 


LA 一 
Xs) 


一 K(r, Xr,). (4. 16) 
由 此 可 得 DD 的 面积 为 
4 万) = | x Rn,|dudv 


| 岩 ， 


一 | .| xX rdudv 
= |IKCPN| 。 ACD) ， 


其 中 P' ED， 让 DD 收缩 为 点 PP， 则 得 


A CD 


主 曲 率 的 乘积 天 = 上 之 所 以 称 为 Gauss 曲率 的 更 重要 原 
因 是 Gauss 发 现 了 天 的 一 个 惊人 的 性 质 ; 它 可 以 用 曲面 的 第 一 
基本 形式 的 系数 五 , 下 , G 计算 出 来 ,而 不 带 要 第 二 基本 形式 的 
系数 工 ，M，N. 要 比较 简单 地 写 出 这 个 表达 式 , 我 们 用 曲面 上 
的 正 交 参数 曲线 网 ， 即 F 寺 0， 这 时 Gauss 曲 率 的 公式 是 

1 (VE),| .ICGo), 
<- 
在 一 般 参 数 系 下 ，Gauss 曲率 用 第 一 基本 形式 系数 表示 的 公式 
要 复杂 老 了 .Ganuss 得 到 他 的 这 个 结论 经 过 了 关于 球面 三 角 学 
的 大 量 计 算 . 即使 是 现在 ， 我 们 要 导出 公式 (4.18) 仍 需 花 一 
一 周折 ， 故 在 此 略 去 推导 过 程 . 读者 可 参考 [25]. 

Gauss 的 这 个 上 发现 是 轩 从 几何 此 展 史上 的 里 程 碑 ， 它 开创 
了 曲面 上 度量 本 身 所 蕴含 的 几何 学 的 研究 ， 是 当前 公认 的 空间 
模式 Riemann 宣 间 研究 的 先驱 .Gauss 本 人 把 这 个 结果 称 
为 纵 姓 的 定理 (Theorema Egregium， 拉 丁 交 }， 确实 是 一 点 也 
不 过 份 的 . Gauss 的 这 个 定理 至 少 告诉 我 们 两 点 ;如果 两 个 曲面 
有 相同 的 第 一 基本 形式 , 不 管 它 们 在 只 中 的 形状 恕 何 ; 它们 的 

.Ad* 


Gauss 曲率 ( 即 两 个 主 曲 率 的 乘积 ) 总 是 相同 的 ; 例如 柱 面 和 钾 
面 的 Gauss 曲率 都 是 零 ， 国 为 它们 的 第 一 基本 形式 和 平面 是 一 
样 的 “在 直观 上 ， 柱 面 和 棒 面 都 可 以 展开 成 平面 而 不 需要 作 伸 
缩 的 变换 ). 男 一 方面 , 具有 一 定 航 第 一 基本 形式 的 曲面 本 身 束 
蕴含 着 一 定 的 次 曲 性 质 , 不 能 在 空间 局 中 随意 地 安放 ;例如 , 平 
面 的 Gauss 曲率 是 零 , 而 R* 中 半径 为 e 的 球面 上 法 曲率 是 常数 


二 ， 所 以 它 的 Gauss 曲率 是 坊 , 因此 , 要 把 平面 不 作 伸缩 地 、 严 


些 合 钾 地 阑 在 球面 上 是 做 不 到 的 . 对 这 个 事实 我 们 在 用 纸 糊 灯 
笔 时 就 有 所 体验 了 ， 

最 后 ,我 们 来 看 一 下 函数 z = (xz,y) 的 图 象 的 平均 曲率 、 
Gauss 曲 座 的 表达 式 , 在 第 三 节 中 已 多 指 出 ,后 数 = 一 x,y) 
的 图 象 可 以 看 作 以 下 的 参数 曲面 

r= (TY Cr, y)). C4. 19) 
直接 微分 得 到 

rz 一 《1 ,人 了)， 

r, = {0,1,7,), 

rz 次 了 一 《一 一 六 1)， 
因此 曲面 的 单位 法 问 量 是 


1 
AHATR VITATR VITATA) 
第 一 基本 形式 和 第 二 基本 形式 的 系数 分 别 是 
二 1 十 产 ， F=f,, CG=1 二 fy， 


i 了 
[= 一 一 一 ,M= 一 一 和 一 ， 
V1T 十 产 十 产 YY 1 十 产 十 产 
f/f 
N= J 


A 


+ dD 


所 以 曲面 的 平均 曲率 是 
1 LC- 2MF+NE 


2 (ECG—F:) 
I 一 
一 7 TT + FEY fs — Df ff 
二 《1 十 i) 《4， 20) 
(rauss 峙 率 是 
LN—M fdrf:, 
= FGF ™ (1 十 站 十 成) “4 21) 


比较 五 的 表达 式 (4. 20) 和 和 Lagrange 的 概 小 曲面 方程 《2 14) 
可 知 ， 方 程 (2., 14) 等 价 于 
= 0, “4. 22) 

这 是 完全 几何 化 的 杀 件 ,与 表示 曲面 的 方式 是 无 关 的 ， 因 此 我 
们 给 极 小 曲面 于 一个 正式 的 定 广 : 

六 中 平均 曲率 恒 等 于 霉 的 介面 称 为 极 小 曲面 ， 

在 下 一 节 我 们 要 导出 参数 曲 商 面积 的 变 分 公式 ， 容 易 看 到 
曲面 的 平均 曲率 五 在 其 中 担任 一 个 主要 角色 ， 


性 站 二 


五 ”再 论 极 小 曲面 方程 


对 于 正则 参数 曲面 来 说 ， 它 的 每 一 点 都 有 一 个 充分 小 的 邻 
域 可 以 表示 为 某 个 函数 的 图 象 ， 实 际 上 上 ， 由 参数 曲面 
Fr = 【和 【本 本 了 [和 
的 正则 性 可 知 下 面 的 三 个 Jacobi 行列 式 
a yy, z) A TI) TI, Y) 
Hus 0 OAM Mu v) 
总 是 不 会 同时 取 零 值 的 . 不妨 设 在 版 (uo,vo) 有 
AT, Y 
ee 2 to 元 0， 
则 在 {Hos TO 的 某 个 邻 城 UCD 内 ， 上 上面 的 行列 式 处 钼 不 为 做 ; 
于 是 根据 反 项 数 定 理 , 在 某 个 邻 域 要 CC 芝 内. (x, vw) 可 以 宕 示 
为 《TT，y) 的 国 数 
六 一 Ty v= TY (I EVCR, 
局 得 在 (ap EU"' 时 成 立 
IH UY, yu sv) 一 过 ， 
POTD yD = vv. 
因此 ; (xz; yy) 可 以 作为 曲面 定义 在 邻 域 上 的 部 分 的 参数 , 所 
。 dT7. 


以 该 部 分 曲面 莽 是 函数 
和 一 tory ry ) 
的 图 乏 . 

另外 ， 既 然 我 们 要 求 的 曲面 的 面积 当 曲面 在 它 邻 近 作 任 意 
的 保持 边界 不 动 的 变形 时 取 最 小 值 、 因 此 当 我 们 把 曲面 的 变形 
限制 在 任意 一 点 的 一 个 邻 域 内 而 保持 曲面 的 其 余部 分 不 动 时 曲 
面 的 面积 仍然 应当 取 最 小 值 ， 

把 上 面 两 个 事实 结合 起 来 ， 再 加 上 函数 图 象 的 极 小 曲面 方 
程 的 几何 解释 (参看 第 二 节 、 第 四 节 )， 我 们 得 到 ; 设 好 是 定义 
在 区 域 DCR: 上 的 正则 参数 曲面 . 如果 对 于 MM 的 任 划 一 个 保 
持 边 界 不 动 的 变形 jM,， 痢 有 

AM) EA (CM), 
则 曲面 MM 的 平均 曲率 五 必 恒 等 于 零 ， 妈 YM 是 一 个 极 小 曲面 ， 

在 本 节 ， 我 们 要 对 参数 曲面 的 一 般 形式 重新 推导 其 面积 的 
第 一 变 分 公式 ,原因 不 是 单纯 地 为 了 重新 得 到 上 面 的 结论 ， 而 
是 机 熟 巧 推导 变 分 公式 的 接 巧 ， 并且 想 从 整 片 曲面 面积 的 变 分 
公式 得 到 更 包 一 些 结论 . 

假定 正则 参数 曲面 MM 由 定 闵 在 区 域 D 上 的 参数 方程 

r= (XO YU) TR 0)) (5,.1) 
给 出 . 如同 本 书 第 二 节 所 说 ,所 谓 曲 面 jM 的 一 个 变 分 是 指 如 下 
给 出 的 可 微 映 射 

Fr DX {to— Et) — 有， 

矿区 于 有 一 下 
使 得 

rr" uv 0d) 一 Fr 可 fa] ED, (5. 3) 
所 谓 上 述 变 分 保持 MM 的 边界 不 动 是 指 ; 当 (w, v) € 了 D， 去 
(一 s，s) 时 恒 有 
» 4 


Fr” {dst) 一 天 (和 (5. 4) 
我 们 还 可 以 要 求 ， 对 于 任意 固定 的 4E (一 e，e)， 参数 方 程 
r" Cx， vf) 给 出 一 个 定义 在 了 上 的 正则 参数 曲面 M，( 在 区 域 
五 紧 缴 的 时 候 , 当 0 充分 小 时 ,这 总 是 能 做 到 的 ). 我 们 用 五 ， 
F, GO, OY MM 的 第 一 基本 形式 的 系数 ， 因 而 
=E, Fo=F, (ro 一 人 
吓 由 而 1 的 第 基本 开交 的 系 教 ， 所 以 M 的 面积 是 


AC(M,) = | EG — Fdudyv. (5. 5) 
应 
我 们 要 计算 的 是 和 | A(M.). 
设 
| 图 
Win,v) = Ei ca ， (C5. 6) 
+ 一 站 


这 是 定 尽 在 曲面 姥 上 的 一 个 向 量 场 , 称 为 变 分 辐 基 场 . 目 然 , 恋 
分 问 最 场 全 (u,v)》 是 变 分 (wot) 关于 和 倒数 ?的 一 次 近似 ;中 

FPF” RTD) = Fw) Wt v tt), 《5. 了 》 
其 中 1Ztw,v;t)| 是 有 界 量 . 如 果 变 分 rr (xsvst) 有 固定 的 边界 ， 
则 


Weinx,yv) | = 0, {5.8} 
将 (5. 5) 式 对 参 教 上 育 接 微分 得 到 
他 ] 
ee :41 一 | 一 一 一 一 -一 
4 MM) | ; ww FEC 一 FF 
ap. A oar, 
ea iD 一 2F Co— | J qdudo. 
， 35， 
为 计算 有 | ,于 | ,一 | ,只 要 对 《5.7? 式微 分 ,我 们 有 


一 十 十 六 
- 这 可 


rr" = Fr, 十 it, 十 ft 2,. 


因此 
ab, . 窗 ， 加 ， 
误 和 一 2 3 | -一 过， 全 。， 
Ad, 加 a: 加 。 
a | er x 一 心 本 2 Ws 
ak, or re 
| | 3 全 | 
一 pW 二 rr,* WW, 
代入 到】 _ACM,) 的 表达 式 得 到 
d 
元 _ ACM,) 
一 一 1 着 一 一 二 性 
_ | ER" W.) For Wr *.W,) 
+ Eir,»* WY) adudv 
rr — Fr — Fr Er 
— 一 -本 十 一 一 :一 机， 
[| VEG— FF’ EG— FF’ Ca 


下 面 , 利用 分 部 积分 可 以 把 被 积 表 达 式 中 的 变 分 同 量 场 鲜 从 它 
的 微分 中 解脱 出 来 (这 是 求 变 分 问题 的 Euter-Lagrange 方程 的 
一 般 步 又 )， 实 际 上 ，。 我 们 看 到 
Gr 一 Fr, .Ww 
VEG— Fi 
Crr, 一 Fr , Carr, 一 Fr, 
EG— F | | VEG— 天 
— Fr, 二 Er, 
vVEG— 
一 Fr, + Er. -| _ [二 | .Ww 
VEG— FF: , FEG— FI, 
利用 Green 公式 (参看 第 二 节 中 公式 (2. 11)) ,我 们 有 . 
we 万 站 。 


Ce 
"er 


*。 耳 ， 
,本 


a 
A 嘻 ACAM,) 
一 Fr, 


Fr, TT Er, Crr, 
-],- | EG FR)" + | VEG— 后] Wa 
Gr, 一 一 Fr, + Er, | 
-| | VEG — | +| VE | ,J Maduav. 


由 于 变 分 有 固定 的 边界 ， 玉 |w 一 0, 故 右 痊 在 边界 3 所 上 的 积分 
为 零 . 将 右 端 的 第 二 个 积分 的 锌 积 表达 式 展 开 得 到 


| ACUM) 一 一 | 一 二 (cr 一 2 下 ro 十 五 Fe， 可 人 ad 
中 


| 6 二 雇 
- 川 (7 二).- 【= 


a F 

+ | -| W) |duar. 
因为 五 是 定义 在 曲面 加 上 的 向 量 场 , 它 可 以 用 曲面 村 上 的 自然 
标 染 场 {ryr,yr,,n} 表示 出 来 , 设 ~ 

W 一 fgsv)r, tt gv)r, + husv)n, (5. 9) 

容易 证 明 , 三 在 曲面 上 的 切 分 基 对 于 面积 的 第 一 变 分 么 式 漫 有 
影响 ， 有 效 的 只 是 且 关于 曲面 的 法 分 其 ， 事 实 上 ， 我 们 有 有 下面 
两 个 恒等式 : 
Cr 一 2EFY Er,, . +|| (> | -| F | 

AT vEG— FI vEG— Fil, 


+ [A).- (R=) - 
Gr — Fr,, Er,, 
VE rt 7 有 = 率 ) ey 


+ [7 -7 二 = jc-。 
这 两 个 式 子 只 是 稍 许 复杂 一 点 的 直接 计算 的 结果 , 实际 上 ,由 于 
* Sls. 


_ (pr) = 
Tm" Tu Cr ni) Ee, 


ro i) llE,, 


2 2 
.rr 
Fm 1 -一 FF, Fy dv Fy 了 Ea 挤 提 
同 理 ， 


Fu » =F.— iE, 


2 


1 


2 


FF pw ™ Fr 


rr LG,, 


将 它们 代入 前 面 两 式 的 正 端 ， 化 简 之 后 肥 得 所 要 的 恒等式 . 
样 ， 所 求 的 变 分 公式 成 为 
d 


lA 
i z 
一 一 一 一 一 -一 (Cr 一 一 2 十 下 六 ) 业 Had vo 
| -去 = 
fCGL Oe 2FM+ EN -一 
一 2| 5BG 一 严 ) jy A vbhG — Fdudyv 


= ?| ow .nH VEC— Fidudv. 


由 此 可 部 ， 对 于 曲面 面积 的 第 一 变 分 有 贡献 的 仅仅 是 变 分 向 量 
场 风 在 曲面 的 法 向 量 = 上 的 分 量 , 换言之 ,在 考虑 曲面 W 的 面 
积 与 邻近 向 面 的 面积 比较 是 和 否 达 到 最 小 值 的 问题 时 只 需要 考虑 
曲面 流 法 同 量 方向 的 变形 就 可 以 了 ， 这 个 结论 在 第 二 节 的 推导 


过 程 中 是 不 容易 看 出 来 的 . 


十 面 得 到 的 结果 可 以 组 述 如 下 : 对 于 定义 在 区 域 D 上 的 正 
则 参数 曲面 M 的 任意 一 个 保持 边界 不 动 的 变 分 M,.， 其 面积 A 


cM) 在 + 一 0 处 的 导数 是 
® 站 内 二 


| A(M) =— 2| CW -mH # ly, (5, 10) 
ar 1 二 中 Me 


其 中 瑟 是 的 平均 曲率 ，W 是 变 分 向 量 场 ,wn 是 曲面 M 的 单 
位 法 向 量 ，* lw 二 YEG 一 了 dudv 是 M 的 面积 元 案 . 公式 
(5.19》 称 为 曲面 面积 的 第 一 变 分 公式 ， 

如 果 平 均 曲 率 五 在 基点 《roy，zm) 不 为 零 ， 则 有 (#0， wo) 
的 邻 域 UCD, 使 得 占 在 UU 上 处 处 不 为 等 , 不妨 设 口 是 紧 纹 的 ， 
并 且 有 开 集 WV， 使 得 UCY, 且 VCD， 这样， 存在 非 负 光 沸 瑞 
数 多: DrR， 使 得 plw 三 1， P|pv 三 0， 所 以 玉 一 gHn 是 时 的 某 
个 保持 边界 不 动 的 变 分 向 量 场 ， 由 公式 (5. 10) 得 到 


a | ,rr2 : 
| _AM) = 2 | 9 Hx lw 


<—2| Hx <0. 
Cr 


由 此 可 见 ， 只 要 五 在 某 点 不 等 于 零 , 则 曲面 必 有 某 个 保持 边界 
不 动 的 变 分 , 使 得 变形 曲面 的 面积 变 小 ,因此 , 要 M 的 面积 在 
M 的 任何 保持 边界 不 动 的 变 分 中 取 最 小 值 ,必须 有 本 =0. 这 正 
是 本 节 开 始 所 叙述 的 一 个 断言 

反 过 来 ， 如 果 M 是 一 个 极 小 曲面 ， 即 平均 曲率 万 二 0， 则 
未 必 能 保证 M 的 面积 对 于 保持 边界 不 动 的 任何 变 分 都 取 最 小 
值 ， 这 里 的 情形 与 判断 可 微 函数 在 一 点 是 否 达到 极 值 的 问题 是 
一 样 的 ， 即 可 微 函 数 在 某 点 的 一 阶 导数 为 零 是 画 数 在 该 点 达到 
极 小 值 (或 极 大 值 ) 的 必要 条 件 ， 而 不 是 充分 条 件 ， 所 以 ,我 
们 把 姜 拓 0 的 曲面 定义 为 极 小 曲面 ,未 必 是 名 实 相符 的 . 要 判定 
一 个 极 小 曲面 在 与 它 邻 近 曲 面相 比较 时 其 面积 是 否 真 的 达到 最 
小 值 ， 还 需要 看 朱 | A404.) 是否 太 于 零 ，- 


经 过 直接 计算 , 我 们 得 到 : 设 M 是 定义 在 区 域 D 上 的 极 小 
曲面 ， 则 对 于 MM 的 保持 边界 不 动 的 变 分 M, 有 


sa 站 了 


dACAM,) 
dt 
其 中 大 是 变 分 呵 量 场 研 在 曲面 M 的 单位 法 何 量 m 上 的 分 量 ,天 
是 帅 面 的 Gauss 上 曲率， 点 是 曲面 MM 上 的 Laplace 算 子 . 
(5. 11) 式 称 为 曲面 面积 的 第 二 变 分 公式 . 具体 的 推导 过 程 
在 此 略 去 了 ， 
如 果 极 小 曲面 M 对 于 尾 意 的 保持 边界 不 动 的 变 分 M.、 都 有 


4 _ ACM.) >> 0, 则 称 M 为 稳定 的 极 小 曲面 . 怎么 样 的 一 块 极 


小 曲面 是 稳定 的 ? 这 是 一 个 很 有 意思 的 了 问题， 很 和 多 几何 学 家 对 这 
个 问题 作 过 研究 ， 尤 其 是 巴西 数学 家 J. L. M，RBarbosa 和 M. 
do Carmo 对 此 作 这 系统 的 研究 . 但 们 的 一 个 结论 是 (参看 52 )， 

说 DD 是 极 小 曲面 M 上 的 一 个 区 域 . 和 若 呈 在 (Gaoss 映射 下 的 
象 的 面积 比 半 个 单位 球面 的 面积 (2x) 来 得 小 ， 则 万 是 稳定 的 . 

嚼 外 ， 任 意 给 定 上 >0， 则 在 悬 链 面 上 总 是 可 以 截 出 一 块 区 
域 DD， 使 得 也 在 Gauss 映射 下 的 象 的 面积 介 于 2 与 2 十 s 之 
疗 , 而 DD 却 不 是 稳定 的 . 这 说 明 Barbosa 和 do Carmo 的 这 个 判 
列 准 则 已 经 是 相当 好 的 了 . 

Barbosa 各 do Carmo 的 结果 说 明 ; 在 Gauss 的 意义 下 总 栖 
现 来 枚 曲 得 不 太 厉 害 的 一 块 极 小 曲面 是 稳定 的 ;特别 是 ， 在 极 
小 曲面 上 任意 一 点 都 有 一 个 邻 域 DD, 使 得 这 块 极 小 曲面 户 是 稳 
定 的 ， 即 它 是 可 以 用 肥 瞩 膜 来 实现 的 . 

Barbosa 和 do Carmo 的 结果 还 说 明 : 用 函数 图 象 给 出 的 极 
小 曲面 ( 即 所 请 的 极 小 图 》， 必定 是 稳定 的 ， 因为 极 小 图 的 Gauss 
映射 的 象 落 在 半球 面 内 .， 其实， 可 以 直接 证 明 :， 对 于 边界 相同 
的 图 而 言 ， 极 小 图 的 面积 最 小 

全 于 其 Gauss 映射 下 的 象 的 面积 等 于 2x 的 极 小 曲面 何 时 

“ 5d 。 


= | (A 十 36K)xlw， 《5.11) 
:er 中 


是 稳定 的 ? 这 是 一 个 很 微妙 的 局 题 . 这 种 稳定 的 极 小 曲面 是 有 
的 , 例如 定义 在 单位 圆 刀 十 vw? 所 1 上 的 Enneper 极 小 曲面 (在 第 
七 节 中 对 这 种 曲面 进行 了 详细 的 讨论 ) 是 稳定 的 ， 其 证 明 可 看 
[267. 

最 后 我 们 希 要 指出 ， 昌 然 极 小 曲面 的 概念 是 与 有 确定 边界 
的 面积 最 小 的 曲面 联系 在 一 起 的 ， 但 是 极 小 曲面 的 正式 定义 是 
平 坷 曲率 恒 为 零 的 曲面 . 这 种 曲面 不 再 要 求 有 确定 的 边界 ， 或 
者 根本 没有 边界 ， 或 者 仲 向 无 穷 远 外 .比如 ， 一 张 元 限 延 仲 的 
平面 ， 两 头 者 问 元 穷 远 处 延伸 的 县 链 面 等 等 都 是 极 小 曲面 ， 根 
据 项 面 面 积 的 第 一 变 分 公式 及 Barbosa-do Carmo 的 结果 , 极 小 
曲面 的 变 分 性 质 应 该 这 样 叙述 : 曲面 好 是 一 张 极 小 曲面 , 当量 
仅 当 它 的 每 一 个 点 都 有 一 个 邻 域 上 , 屠 得 对 于 的 保持 边界 不 
动 的 任意 一 个 变 分 而 言 U 的 面积 最 小 ， 总 之 , 按照 极 小 曲面 的 
正式 定义 ， 极 小 曲面 的 条 件 完全 是 一 个 局 部 性 的 条 件 . 然而 , 极 
小 曲面 理论 特别 吸引 入 的 部 分 却 是 有 关 极 小 曲面 的 全 局 性 的 问 
题 ， 在 本 书 的 后 半 部 分 ， 我 们 将 会 作 一 些 介绍 和 解释 ， 

我 们 在 本 节 推 导 曲 面 面 积 的 第 一 变 分 公式 的 过 程 中 ， 充 分 
利用 了 曲面 的 外 图 空间 是 欧 氏 空间 的 特殊 性 ， 把 曲面 的 方程 及 
其 变 分 都 用 向 量 函 数 表 示 出 来 (参看 (5.7) 式 )， 这 样 做 的 一 
个 原因 是 使 所 用 的 数学 工具 、 数 学 概念 尽 可 能 地 少 一 点 ， 使 计 
算 更 简单 、 更 直截了当 一 点 ,以 便 为 更 宪 的 读者 接受 .事实 上 ， 
本 节 所 考虑 的 问题 完全 可 以 用 于 一 般 的 黎 党 空间 的 子 流 形 ， 直 
观 上 ， 所 谓 的 流 形 就 是 可 以 引进 局 部 坐标 系 的 拓扑 空间 ， 而 且 
要 求 坐 标 变 换 函 数 是 无 限 次 连续 可 微 的 ， 比如, 在 参数 曲面 上 ， 
每 一 点 是 由 参数 值 (x， vw) 确定 的 ， 因 此 曲面 是 流 形 的 一 个 全 
子 ， 欧 氏 空 闻 也 是 流 形 ， 在 流 形 上 每 一 点 可 以 定义 切 向 量 的 概 
含 , 这 些 切 向 基 的 全 栖 构 成 的 集合 称 为 流 形 在 该 点 的 切 空间 . 那 

万 品 = 


么 ， 所 谓 的 黎 曼 流 形 就 是 以 连续 可 微 的 方式 在 每 一 点 的 切 空间 
内 指定 了 一 个 正定 的 内 积 的 流 形 ; 这 样 ， 在 歼 受 流 形 上 ， 切 阿 
量 的 长 度 是 有 意义 的 ， 曲 线 的 长 度 也 是 可 以 计算 的 ， 此外， 各 
汪 流 形 十 的 蛋 积 元 素 也 是 可 以 定义 的 【其 实 ， 曲 面 的 第 一 基本 
形式 是 曲面 在 每 一 点 的 切 空 间 内 的 正定 内 积 ， 因 而 第 一 基本 形 
式 恰好 是 曲面 上 的 一 个 黎 曼 度量 ， 此 时 硕 面 作为 歼 曼 流 形 的 恒 
积 元 素 就 是 原先 所 定义 的 曲面 的 面积 元 素 VEG 一 Fidudv}. 如 
果 六 是 一 个 黎 芝 波形 ,， 邮 是 六 中 的 一 个 子 流 形 , 则 w 的 笋 曲 
度量 就 诱导 出 M 上 的 黎 开 度量, 那么 MM 的 体积 就 定义 为 计 的 
司 积 元 从 在 M 上 的 积分 . 现在 , 关于 曲面 面积 的 变 分 问题 就 转 
化 为 子 流 形 M 的 体积 的 变 分 问题 ;让 M 作 保 持 边 界 3M 不 动 的 
这 分 ， 即 考虑 单 参 数 子 流 形 族 册 ， 使 得 3M 一 3M4,， 且 Mo 一 MM. 
用 V (CM) 表示 子 流 形 M 的 体积 . 好 的 体积 的 第 一 变 分 公式 就 


是 微 商 所 | VCM,) 的 表达 式 . 同 理 可 以 计算 M 的 体积 的 第 二 


变 分 公式 全 | VCM,). 这 些 变 分 公式 及 其 推导 过 程 可 参看 
ft6]，《15]， 我 们 不 在 此 歼 述 了 . 根据 体积 的 第 -一 变 分 公式 ， 对 
于 M 的 任意 变 分 使 M 的 体积 达到 极 小 值 的 必要 条 件 是 M 的 
平均 曲率 向 量 为 零 ， 所 谓 黎 曼 流 形 中 的 极 小 子 流 形 就 是 平均 曲 
率 向 量 为 零 的 子 流 形 . 黎 灵 流 形 中 的 极 小 子 流 形 是 在 本 世纪 60 
年 代 以 后 发 展 起 来 的 课题 ， 几 何 内 容 比较 丰富 的 是 一 些 特殊 的 
黎 曼 空间 〈 例 如 ， 球面、 射影 空间 、 复 射影 空间 等 ， 内 的 极 小 
子 流 形 理论 ,读者 可 以 通过 前 面 提 到 的 两 本 书 了 解 有 关 的 进展 . 


，56 。 


六 极 小 曲面 的 Weierstrass 公式 


极 小 曲面 理论 与 许多 数学 分 支 有 密切 的 联系 ， 前 面 各 节 的 
讨论 说 明了 极 小 曲面 是 变 分 问题 的 一 个 重要 的 例子 ， 另 外 ， 极 
小 曲面 方程 是 非 线性 贪 微分 方程 的 一 个 典型 鲍 和 所， 引起 了 人 分析 
方面 的 重要 研究 .本 节 我 们 要 指出 极 小 曲面 与 复 变 函数 论 有 密 
切 的 联系 ， 从 极 小 曲面 理论 的 发 展 和 现状 来 看 ， 复 变 国 数论 在 
其 中 起 着 不 可 替代 的 作用 ,原因 是 妈 eierstrass 发 现 了 极 小 曲面 
方程 的 用 复 变 国 数 给 出 的 通 解 , 即 所 谓 的 Weierstrass 公式 ,从 
而 揭示 本 极 小 曲面 与 全 纯 函 数 、 亚 纯 销 数 之 间 的 本 质 联系 ， 当 
当 ， 友 elerstrass 公式 的 章 要 功用 还 是 通过 近期 的 一 系列 重要 进 
展 和 研究 成 果 表 现 出 来 的 ， 

关于 曲面 论 的 一 个 特别 重要 的 事实 是 ， 在 有 向 的 正则 曲面 
上 可 以 引进 复 坐 标 , 而 旧 当 两 个 复 坐 标 域 有 彼此 重 和 普 的 部 分 时 ， 
这 两 种 复 坐 标 之 间 有 互 为 全 纯 函 数 (或 称 复 解析 函数 ) 的 关系 . 
用 现代 的 语言 说 ， 有 疝 的 正则 曲面 是 一 个 一 维 复 流 形 . 至 于 在 
有 了 疝 正 则 曲面 上 可 以 引进 复 坐 标的 根据 在 于 曲面 上 存在 局 部 的 
等 温 参 数 系 ， 

+ 屹 1 二 


在 第 三 节 ， 我 们 对 于 正则 参数 曲面 
F 一 riuv uu} EE DCICR 
定义 了 第 一 上 基本 形式 
l= Edu’ 2Fdudvui Gdv, 
其 中 玉 ， 下 , G 恰好 是 上 自然 标 架 的 切 向 量 7, + 的 度量 系数 ， 即 
一 六 太一 
如 果 F==0， 并 且 三 G， 则 我 们 称 (xn，vw》 为 曲面 的 等 温 参 数 
系 . 
在 等 温 参 数 系 (u,v) 下 ， 目 然 标 架 的 切 向 量 六 .六 是 彼此 
正 交 的 ， 开 且 人 它们 的 长 度 相 等 。 此 时 ， 弗 面 的 第 一 基本 形式 成 
为 
[ = ACdw’ + dv ). 
其 中 
A= Ew,v) 一 CE > 0. 
我 们 知道 (wx, vw) 本 来 是 区 域 DCR? 内 的 第 卡 儿 站 和 骨 坐 标 系 , 平 
面 区 域 DD 本身 的 第 一 基本 形式 是 
du dw. 
我 们 所 考虑 的 曲面 实际 上 是 从 万 到 天 内 的 一 个 映射 ， 所 以 ， 
(x，v) 是 曲面 上 的 等 温 参 数 系 的 意思 是 上 面 的 映射 是 保 角 的 ， 
即 在 每 一 点 (za, z) 的 两 个 切 向 量 的 夹 角 在 映射 下 保持 不 变 , 并 
县 在 访 点 的 种 个 方向 的 切 向 量 长 章 在 映射 下 按 显 同 一 个 比例 系 
数 4 tz， wv) 伸缩 ,顺便 提 一 下 ,既然 每 一 个 有 向 正则 曲面 在 局 
部 上 总 是 存在 等 温 参 数 系 的 ， 因 此 任意 两 个 正则 曲面 在 局 部 上 
都 是 彼 此 成 保 角 对 应 的 ， 这 是 二 维 曲 面 特有 的 性 质 . 
在 正则 曲面 上 等 温 参 数 系 的 存在 性 最 早 是 由 Gauss 指出 
的 ，1822 年 Gauss 在 假定 曲面 的 参数 表示 r 一 r (u,v -三 六， 
的 实 解 术 国 数 的 情形 下 ,证 明了 曲面 在 任意 一 点 的 某 个 邻 域 内 
。 58。 


存在 等 温 参 数 . 他 的 证 明 用 了 一 上 在 解析 的 情形 才 有 效 的 技巧 ， 
妈 以 复 值 解析 函数 为 系数 的 一 次 微分 式 的 积分 因子 的 存在 性 ， 
后 来 ， 许 多 数学 家 对 这 个 问题 继续 作 深 入 的 研究 ,逐渐 降低 了 
对 于 曲面 的 参数 方程 的 可 徽 性 的 要 求 . 到 目前 为 止 ， 最 好 的 结 
果 《 即 杀人 忻 最 弱 的 结果 ) 是 这 样 的 : 

如果 曲面 的 第 一 基本 形式 的 系数 下， 下，G 是 参数 x, vo 的 
C" 类 函数 (0<a<<1) 山 , 则 在 曲面 的 每 一 点 的 邻 域 内 存在 如 + 类 
的 等 温 参 数 系 〈 即 等 温 参数 是 原 参 数 ww、m 的 C "类 函数 )# 若 
EF, 避 是 C0" 函数, 则 等 温 参 数 系 是 C+ 类 的 . 特别 地 , 若 
,下 ,GQ 是 光 清 钞 数 ， 则 在 曲面 上 存在 局 部 的 光 涓 的 等 温 参 数 
系 . 


de 


此 外 , 如 果 仅 假定 瑟 , 下 , G 是 zx、u 的 连续 函数 ， 则 C1 类 
的 等 温 参 数 系 是 未 必 存 在 的 . 

陈省身 给 出 过 等 温 参 数 系 存在 性 的 一 个 初等 的 证 明 ， 可 参 
看 [5]， 令 人 惊异 的 是 ， 在 极 小 曲面 的 情形 ， 我 们 可 以 直接 写 
出 从 已 知 参数 系 过 渡 到 等 温 参 数 系 的 参数 变换 因此 在 极 小 曲 
面 上 等 温 参 数 的 存在 是 一 日 了 然 的 ， 不 必 依 事前 面 所 介绍 的 存 
在 性 定理 . / 

设 M 是 R: 中 一 块 极 小 曲面 ， 因 此 在 适当 选取 空间 的 笛 卡 
儿 直 角 坐 标 系 之 后 , 曲面 M 在 任意 一 个 固定 点 的 附近 可 以 表示 
为 函数 x 二 f(x,y) 的 图 象 ,其 中 (zy) € DD CC R?, 我 们 已 经 假 
定 上 曲面 好 是 三 次 以 上 连续 可 微 的 , 故 函 数 f(z,y) 是 三 次 以 上 


DD 函数 [， RI 一 RR 称 为 在 UCR 内 是 Ce 类 的 ， 如果 存在 ， 
总 的 ，，oe 下 谍 立 不等式 常数 <， 使 得 对 于 性 
op. [iF fy} | er |p 91, 

是 “一 Halder 连续 的 . 称 函 数 了 是 Cr"+* 类 的 ,如果 上 有 阶 数 所 的 各 个 偏向 者 ， 
并 且 它 的 所 有 严防 起 导数 是 C* 机 数 . 下 全 导数 


*+ ODO. 


连续 可 微 的 ， 并 且 满 足 极 小 曲面 方程 
C1 天 一 2 六 万 六 十 1 十 产 ) f=0 
在 本 书 第 二 节 的 最 后 已 经 提 到 过 ， 上 面 的 方程 可 以 改写 为 


3| 1 十 疡 a[ fr 
2 太 Vi+ 产 十 户 | 
a jj | al 1 二 产 
2 -五 地 | 


根据 一 阶 偏 微分 方程 的 可 积 性 定理 , 在 五 上 (在 必要 时 可 将 石 
缩小 一 点 存在 三 深 以 上 和 连续 可 微 卫 数 人 Strz,y} ,TCr,y) 满足 


方程 
a ff ”3 红 _ up 
YT VARArR ~ +fA+t+f 
SS_ 1l+ 有 A ffy 
MT 天 十 天 2 VAR 

在 口上 可 以 作 如 下 的 参数 变换 ， 

z 他， CE 1) 
v= yo T(r,Yy). L 

因 为 


+ 1 十 产 


TT 
vV1 十 产 十 户 > Vi 十 产 十 产 


fF, a _ 1 二 万 


Vit+f+R 2 VITf+R 


上 述 参 数 变 换 的 Jacobi 行列 式 是 
A 


ot 
a 的 
=| -2+ 二 全 + > 0， (6.2) 
让 V1 二 让 十 户 


所 以 (xz, y) 一 tu，v) 是 曲面 容许 的 保持 定向 的 参数 变换 . 下 
#4 行书 中 - 


面 我 们 以 (uw，v) 为 参数 ， 直 接 计 算 弗 面 的 种 一 蔡 本 形 却 . 
曲面 对 的 以 (x，wv) 为 参数 的 参数 方程 是 
F 一 【人 于 人 
其 中 xtauyyygam) 是 图 数 xCzyyvatzsyy 的 反 男 数 . 注意 到 
反 函 数 的 Jacobi 第 阵 是 原来 的 函数 的 Jacobi 矩阵 的 道 矩 阵 ， 所 
以 


2 | 二 1+fs js 
EE E Vi 二 + 十 站 Vl 二 证 
y ot 
Ne 加 
V1 十 疡 十 产 YV1 十 产 十 产 
由 于 
_ [站 ay 
一 |[ 话 ,名 :大 笑 十 记 代 |， 
ar Hy «ar Dy 
rn. 二 入 ' 交 ' 广 医 十 所 活 ]， 
直接 计算 得 到 
E= 十 疡 )| 芭 | + 27- 户 至 由 十 (1+ 万) 这 | 
ww1 十 产 十 产 
= 
一 2 < dy 
(1 十 产 ) 天 十 六 六 定 实 十 攻守 | 


jd 二 开 二 - 0， 


= (1 + 户 )| 译 ] + 2f.7, 2 天 省 (1 十 户 ) 开 | 


V1 十 产 十 六 


-一 ~” ~- ”二 -了 
加 后 


因此 tw，v) 确实 是 该 极 小 曲面 片上 的 等 温 参 数 系 . 值得 注意 
+ 和 了 


的 是 ， 在 上 面 的 推演 过 程 中 只 用 到 十 分 初等 的 运算 和 初等 的 定 
理 ; 变换 〈6，1)7 是 J，C，C，MNitsche 给 出 的 . 
对 于 曲面 上 的 等 漫 参数 系 (wx，v)， 引 进化 变量 志 =#w 十 
v 一 1zp， 则 mm 是 极 小 曲面 上 的 局 部 复 坐 标 系 ， 重 要 的 是 ， 如 果 
M 在 有 重 登 部 分 的 两 个 区 域 上 分 别 有 等 温 参 数 系 tx， v) 和 
( 立 , 全 )， 命 而 二 十 Y 一 1， 则 在 这 个 区 域 的 重 囊 部 分 ， 复 坐标 
项 是 凤 的 全 纯 国 数 , 反 过 来 也 也 是 从 的 全 纯 晰 数 . 实际 上 ,由 
于 《xz，T)，( 和 站，f1) 都 是 等 温 参 数 系 ， 故 在 公共 区 域 上 有 
TI 一 Ada 十 Geo) = Al(Adi? + Adv:), 
其 中 1， 和 >0， 所 以 
plidau’ + dv) = da? + dv 


EA 歼 1 ?yn 
-|[[%) 二 | 到 | je 
+ | 是 完 十 名 完 ] auan 
2 本 
十 [| 于 | 十 lav’, 
放 有 
i 
(a) + (a) = [R) + |%) = 
RN Hm 
NT 


其 中 Pp 二 字 之 0 由 此 可 见 ，Jacohbi 矩阵 是 


= YY 六 es。 了， 


P| 
由 | 让 由 | 计 


其 中 了 是 一 个 2 阶 正 交 和 害 阵 .由 于 M 的 有 向 性 ， 从 (x， wv) 到 
( 志 ，5) 的 参数 变换 是 保持 定向 的 ， 所 以 
. Ho. 


Hm kh mm 


rT 


CCS s1n8 
1 = ] _ | 
一 Sin cosd 
这 意 昧 看 
i 村 汪 汪汪 时时 
= x = = Cb. 3 
上 面 的 方程 正好 是 水 数 
i = 0) T= UW) 


的 Cauchy-Riemann 方程 , 故 复 坐 标记 写成 mm 的 函数 时 是 复 解 
析 朱 数 ， 或 全 纯 函 数 ， 同 时， 这 也 说 明 参 数 变换 (u,v) 一 
(i 主 ) 必定 是 实 解 析 的 ， 

一 般 地 ,如果 机 是 一 个 Hausdorf 拓扑 空间 , 并 且 村 上 的 
每 一 个 点 都 有 一 个 邻 域 能 够 与 复 平 面 上 的 一 个 开 区 域 建立 同 及 


关系, 那么 通过 上 述 同 胚 关系 在 这 个 邻 域 内 建 六 了 复 坐 标 系 .再 


进一步 ,如 果 时 上 有 非 空 交 集 的 两 个 复 坐 标 域 上 的 复 坐 标 变换 
都 是 全 纯 的 , 则 我 们 称 MM 是 一 维 复 流 形 , 或 称 M4 是 一 个 黎 学 曲 
面 . 依照 这 个 说 法 , 空间 本 中 任意 一 个 有 向 的 正则 曲面 都 是 一 
个 黎 曙 曲面， 在 研究 曲面 的 时 由 ， 引 进 复 坐标 系 常 常 可 以 使 问 
题 屡 得 比较 简单 . 

现在 假定 M 是 用 等 温 参 数 wx， wv 表示 的 一 块 曲面 r = riw， 
,其 中 (so) 的 定 鲜 域 吕 是 局 内 的 一 个 区 域 ， 其 第 一 基本 形 


式 为 
1 = Atdw’ + dr ). 
设 复 坐 标 为 
i== 扩 十 w 一 1n5， (6. 4 ) 
并 且 引 进 复 化 的 偏 微分 算 子 
2 = 了 | 是 一 /了 如 ]， (6.5) 


ss 闪 了 和 旦 


者 了 是 定 尺 在 只 上 的 可 徽 函 数 ， 则 
好 了 一 Ya 十 对 du 
和 Ser 
w 二 中 (6. 6) 
这 个 公式 表明 ， 可 微 画 数 (u,v) 可 以 看 成 变量 ,而 的 画 数 ， 
而 微分 df 可 以 展开 成 dw qd 而 的 一 次 形式 ,其 系数 是 形式 偏 导 
数 闪 入， 函数 是 全 纯 函 数 的 条 件 是 的 实 部 和 虚 部 满足 


Cauchy-Riemann 方程 
ARe) _ AIm) ARe __ AImD 


由 此 引见 ， 全 纯 函 数 了 有 关于 吧 的 导数 ， 并 用 
af af (6. 7) 
ct Xe 


利用 革 面 的 记号 ， 把 r(x,v) 看 成 向 莫 函 数 ， 命 
9 一 2 TE=r ,一 W 一 TIro， ”~ (6. 8) 


它 是 曲面 M 的 切 向 量 +., x, 的 复线 性 组 合 , 即 p 是 一 个 复 化 的 
切 同 量 . 将 8 对 世 求 偏 导 数 ， 并 且 利 用 ,二 r,。， 我 们 有 
于 一 > 二 十 V 一 了 高 | [一 v1,) 

= (re -| rr ), C6, 9) 


容易 看 出 他 是 曲面 的 法 向 量 ， 实 际 上 
由 及 可 


这 里 用 到 了 (vv) 是 等 昌 允 数 系 约 假定 ， 同 是 有 


Pr 0. 
于 是 好 必定 是 曲面 的 单位 法 向 量 “ 的 倍数 ， 该 倍数 是 
n= re RR 十 * 娠 ) 


因此 
=AHn. (6. 10) 
如 果 是 一 二 极 小 曲面 ， 则 上 式 成 汶 


9r _ 299 ,+r -0 (6. 11) 
Rh “Ro lm : 


因此 ， 上 则 面 M 是 极 小 曲面 的 充分 必要 条 件 是 它 的 参数 方程 
rtausyv) 蚌 等 漫 参 数 #,v 的 调和 函数 . 这 是 允 eierstrass 给 出 的 定 
理 . 极 小 曲面 的 这 个 特征 把 曲 匣 的 度 重 .面积 都 抛 在 了 一 边 , 中 
突出 曲 匣 本身 作 为 加 去 曲面 的 共 形 结 槐 (或 保 骨 结 构 》, 这 就 是 
说 ,定义 在 歼 肥 曲面 上 的 极 小 曲面 (或 极 小 映射 ) 是 有 意外 的 . 
这 种 看 法 在 当前 关于 极 小 曲面 的 研究 中 起 着 实质 性 的 作用 . 

(6. 11) 式 还 说 明 , 复 化 切 向 量 w 作为 向 景 函 数 是 如 变 量 炙 
的 全 纯 函 数 . 我 们 的 目的 是 通过 这 样 的 全 纯 函 数 重 建 极 小 曲 
面 的 参数 方程 ， 我 们 先 给 出 函数 9 的 几 个 性 质 . 

特 9 与 它 自身 作 内 积 得 到 


4 


+ D+* 


多 一 Cr 一 wy 一 1Ir)。(r 一 一 1r) 
= | lr 2 vv 一 1r，r， 
所 以 tw,v) 是 曲面 4 的 等 温 参 数 的 条 件 化 为 8 满足 方程 
人 P*， 和 一. CB. 12) 
另外 ， 
P= rt M1,) 
= | 天 时 十 | 天 民 一 2 人 0， 《6. 13) 
这 意味 着 函数 p 不 能 有 零点 . 
现在 记 ? 的 分 其 为 加 ， 和 各， 名， 即 
有 A=7x.— VW— lr, 
= Vly, 
站 一 2 一 VO— le,; 
叫 方 程 〈6. 12) 成 为 
前 十 融 十 和 绩 二 0， (CB. ld) 
条 人 御 (6. 13) 成 为 
i 十 1% 人 十 | 名 天 9， 
即 ， 入， 如 没有 公共 零 扩 ， 
将 (6. 14》 式 改写 成 
(P+ vo lg Oo V1) =— OC 


命 
f=p— V 一 1 人 (6. 15) 
如 条 广 恒 和 等于零 ， 则 二 0， 故 
和 一 全 = 人 ， 


这 说 明 财 是 平行 于 xy- 坐标 面 的 一 块 平面 . 下面 假定 了 不 恒 等 
于 零 ， 因 为 了 是 全 纯 冰 数 ， 徐 它 的 零点 都 是 孤立 的 ， 这 祥 ， 
g=— C6,16) 
级 一 Vv— in 
bir 


是 巴 的 亚 纯 图 数 ，g 的 极点 是 的 零点 ， 此 时 ;从 (6.14) 式 
得 到 
内 十 v 一 Ip 一 一 和 -一 《6. 17》 
人 一 Y 一 工作 
从 《6. 157，(6. 16)1，(6. 177 可 以 解 出 


a 一 zf(1 — gg:), 


vY 一 | 


他 一 7 A ey, (C6, 18) 


p= fg. 

现在 , 这 个 过 程 可 以 倒 过 来 . 设 了 是 定义 在 D 上 的 全 纯 函 
数 ，g 是 定义 在 D 上 的 亚 纯 函数 . 如果 g 的 极点 集 包 含 在 f 的 
零点 集 内 , 并 且 g 的 极点 阶 数 的 两 售 不 大 于 该 点 作为 f 的 零点 
的 阶 数 ， 则 由 6. 18) 式 给 出 的 加 , %, 旭 都 是 万 的 全 纯 函 数 ， 
并 且 它们 自动 地 适合 方程 (6. 14). 

另外 ， 从 (6. 18》 式 得 到 

(n+ p+ Ig = 才 + ls) (6.19) 
所 以 要 09， 名 , 入 没有 公共 零点 , 必须 使 没有 除 g 的 极点 以 外 
的 零点 , 并 且 了 的 零点 的 阶 数 不 能 大 于 该 点 作为 g 的 极点 的 阶 
数 的 两 倍 . 把 这 两 个 方面 给 合 起 来 ,g 的 极点 集 和 /的 零点 集 恰 
好 是 一 致 的 , 并 且 g 的 极点 阶 数 的 两 倍 等 于 该 点 作为 了 的 零点 
的 阶 数 . 

最 后 ， 从 9 一 2 并 得 到 


Pdtv 一 — /1 (du YY 一 ldv) 
-一 du 十 谍 d| 


= 67。 


a a 
十 /1 Kar + Kao , 
加 果 已 经 给 出 了 参数 方程 rCw,w), 则 
rusv) = | dr 


{xe 2 * 
| Ba 十 FE 
与 积分 的 路 径 无 关 , 所 以 积分 |sdw 没有 实 局 期 , 即 对 于 区 域 
Re Podw 一 人， 
并 里 
Frittsv) 一 Re| Ppa. 

把 上 面 的 讨论 总 括 起 来 得 到 下 面 的 结果 

训 Mi:r —— rntu), {wT 全 及 是 以 (ut) 为 等 温 参 数 系 的 
极 小 曲面 ， 并 且 MM 不 是 平行 于 xy- 坐 标 面 的 一 块 平面 ， 则 有 定 
穴 在 五 上 的 全 纯 函 数 了 和 亚 纯 图 数 g， 上 了 的 和 点 集 与 & 的 极点 
集 是 重合 的 , 并且 的 零点 阶 数 等 于 该 点 作为 g 的 极点 的 阶 数 
的 两 倍 ， 使 得 曲面 Mf 的 参数 方程 r (eye) 可 以 表示 为 


和 一 Re| 3 4 一 度 2 
y—Re|” 3 * C6, 20) 


z 一 Re| fgdw. 


反 过 来 ,任意 给 定 满足 上 述 条 件 的 全 纯 函 数 六 和 亚 纯 晒 数 
名 ， 内 要 (6.20) 式 右 边 的 积分 没有 实 周 期 ， 则 (6. 20) 式 便 给 
出 了 以 tx，v)》 为 等 温 参 数 的 极 小 曲面 ， 
. 5a» 


由 此 可 匈 , 《6. 20) 式 给 出 了 RR 中 极 小 曲面 的 通 解 , 称 为 极 
小 曲面 的 Weierstrass 公式 ， 通常 把 (6. 20) 中 的 函数 了 , g 简 
称 为 W- 因 子 . 将 极 小 曲面 的 坐标 函数 <，y，z 表示 成 全 纯 困 数 
加， 入 的 积分 表达 式 最 早 是 Monge 发 现 的 . 把 有 加; 2: 名 用 
显 式 解 出 来 则 经 过 了 许多 大 的 努力 ， 其 中 和 包括 Schwarz 和 
Welerstrass. : 

Weierstrass 公式 的 应 用 十 分 广 认 ,并 及 非常 重要 . 它 不 仅 
可 以 用 来 研究 极 小 曲面 的 性 质 ， 表 示 经 典 的 极 小 曲面 ， 而 且 在 
解决 极 小 曲面 的 Plateau 问题 . 推广 Bernstein 定理 、 研 究 极 小 
曲面 的 稳定 性 以 及 寻找 极 小 曲面 新 例子 的 过 程 中 扮演 了 一 个 特 
别 突出 的 和 角色， 其 中 的 一 个 原因 是 多 -因子 六 有 明确 的 几何 意 
必 . 下 面 , 我 们 把 极 小 曲面 的 一 些 基本 的 几何 晤 用 W- 因 子 f、g 
表示 出 来 . 

由 《6. 13)，(6. 19》 两 式 知道 

24 一 |9| = 51f1*0 十 |g13?， (6. 21) 
所 以 则 而 的 第 一 基本 形式 是 

1 一 Tlfl0 + |gl)?Cdu: + do’). 
另外 ， 从 6. 8) 式 得 到 | 


节 一 天 十 w 一 ]r.， 
故 有 

r 一 方 人 (9 十 家 ， 

nm, = 7 1 (% — 5), 

r. Xr 一 一 gx 
‘6, 18) 式 就 是 


se 看。 


v— 1] 


z ?= (1/0 一 8)， 7 Fl 十 ,jgj， 
故 
直接 计算 得 到 
9 XT= lf + lel’) (2Reg,2Img, lgl: — 1), 
所 以 曲面 的 单位 法 向 量 是 
Xr 
[re Xr,| 
— [ - 2Img 18 一】 C6. 22) 
lg 二 1 gl 二 1 lg 二 + 1 请 


在 复 变 函数 论 中 我 们 已 经 知道 单位 球面 可 以 看 成 复数 平面 
加 上 一 个 无 穷 远 点 ce ， 后 者 称 为 扩充 复数 平面 ， 单 位 球面 与 扩 
充 复 数 平面 之 间 是 通过 所 谓 的 妹 极 投影 联系 起 来 的 ， 通 过 这 种 
对 应 使 得 单位 球面 成 为 里 缴 的 一 维 复 流 形 ， 通 常 称 这 个 黎 曼 曲 
面 为 莹 缀 球面 ， 具体 地 说 ， 用 P 表示 单位 球面 了 上 的 北极 点 
(0，0,，1)， 则 对 于 三 寺 除 北极 点 已 以 外 的 任意 -一 点 急 , 存在 唯 
一 的 一 条 直线 ! 通过 P 忆 、 忆 两 点 , 它 与 赤道 平面 z=0 的 唯一 的 
交点 信和 称 为 点 @ 在 以 PP 为 中 心 的 球 极 投影 下 的 象 . 若 设 点 息 
的 坐标 为 Cx，y， zz)， 则 多 的 坐标 为 


一 1，?3 一 工 之 一 《6. 23) 
赤道 乎 面 上 的 复 坐 标 为 
一 上 十 Y 一 17， 
它 通过 球 极 投 影 成 为 单位 球面 3 一 { 忆 /上 的 复 堂 标 . 在 点 成 的 
邻 域 内 ， 则 可 考 硬 以 南极 点 三" = (0，0， 一 1) 为 中 心 的 球 极 
投影 
- TFT 。 


Ep (6. 24) 


1 二 名 1 十 至 
命 
5 =#"— Vv— 17,， 
则 在 三 一 {P,P*} 内 有 岗 个 复 上 坐标 ,$5' ,它们 之 间 的 关系 为 
rl 
a 


因此 单位 球面 是 一 个 一 维 复 流 形 . 

这 样 ， 如 果 把 单位 球面 王 与 扩充 复数 平面 CU {oo} 等 同 起 
来 , 那么 多 -因子 8 恰好 是 极 小 曲面 的 Gauss 了 映射. 事实 上 , 极 
小 曲面 M 上 的 点 用 复 坐 标志 ==# 十 Y 一 15 记 , 则 Gauss 映射 把 
点 w 映 到 单位 球面 了 上 的 点 

5 ?KReg Img ,|E | | 
lg 二 1 7 有 天 十 1 lei:++]1 

8 的 极点 在 Gauss 映射 下 的 象 正 好 是 北极 点 P. 和 再 通 过 球 极 投 
影 ，Gauss 映射 于 的 得 点 对 应 于 杰 道 平面 上 的 点 


| 2keg 三 一 re 
$= {E+ l Tgli+1 


A _ jal:— !) 
Il#l 十 1 
~ Reg 十 vw— limg = g(w)., 
所 以 极 小 曲面 M 的 Gauss 映射 是 由 zw 一 4 一 gzo) 给 出 的 , 它 
是 从 李 到 扩充 复数 平面 CU co} 的 全 纯 了 映射 . 


极 小 曲面 的 Gauss 曲率 也 可 以 用 W- 因 子 /，g 表示 出 来 ; 
由 (4. 18》 式 得 到 


由 《6. 21) 式 得 到 
办 -| 雪 


logX = log 3 + log|fl: + 2logC + lgl’). 
所 以 
| 4| t | 3 
一 [下 十 站 可 (6. £5) 
上 式 上 告诉 我 们 极 小 曲面 MM 上 的 Gauss 曲率 兵 委 0， 并 有 Gauss 
曲率 KK 为 零 的 点 正好 是 g!' (vo) 的 零点 . 


* /i 


七 ”经典 极 小 曲面 的 Weierstrass 表示 


在 上 一 节 我 们 已 经 知道 ，Weierstrass 表示 公式 痛 出 J 了 RR 
中 极 小 曲面 的 适 解 ,因此 对 于 天 中 的 极 小 曲面 都 能 找到 它们 的 


本 -因子 js 本， 
1， 晤 链 面 
设 D==C, 了 (w) ==e*, gg (w) 一 2 这 是 两 个 定义 在 复 
平面 和 上 无 及 点 的 全 纯 画 数 ， 按 照 公 起 (6. 18)， 
个 一 enri — ey = shrw, 


2 


> 1 0] 十 ez) = wT Tehrw, 


= jg=1. 
因 次 名, 加, 名 是 单 连 通 区 域 DD 上 的 全 纯 畏 数 ， 由 Cauchy 定理 


知道 它们 在 史 内 可 求 长 财 路 径 上 的 积分 为 零 ， 即 由 ， 铝 ， 纹 没 
有 周期 ， 它 们 的 积分 与 路 径 无 关 ， 计 算得 到 


中 


了 一 Re| “shwdw 一 chucosv 一 1， 
必 

y= Re| vO— lchredrw = — chusine, {7.1) 
性 


& 一 Re| dw 一 六 ， 
| 


这 正好 是 基 链 面 (x 十 1)* 十 y= 二 chz 的 参数 方程 (参看 彩 页 , 图 
2. 3). 

固定 v 的 值 , 得 到 曲面 上 一 条 经 线 , 它 与 实数 轴 一 oo 二 x 之 
十 2 有 一 一 对 应 ， 固定 的 值 , 则 zz 的 信 不 变 , 而 x、y 是 变量 
v 的 周期 为 2 的 图 粗 ， 因 此 实数 轴 一 ce 二 vs 十 ce 将 固 面 上 的 
纬 圆 槛 盖 了 元 限 多 次， 由 此 可 见 , 方程 (7. 1) 给 出 了 区 域 DD= 
C 在 登 链 面 上 的 无 限 多 次 覆盖 ., 在 直观 上 , 我 们 可 以 把 复 平 面 C 
沼 厦 虚 轴 方向 郑 起 来 成 为 一 个 圆柱 面 , 它 与 县 链 面 是 间 肛 的 ,而 
且 (7. 17 式 给 出 了 其 这 个 圆柱 面 到 悬 链 面 的 共 形 变换 . 事实 上 ， 
悬 链 面 的 第 一 基本 形式 为 


ds = chiutdw’ 十 dv:), (7. 2) 
它 的 Gauss 曲 举 是 
[4gl TT__.l 
K =- [tafers| = 一 可 人 


由 此 可 见 玉 雪 0， 并 且 失 形 度 量 
WwW — Kd = du’: 二 
是 平坦 的 ‘这 个 性 质 称 为 极 小 曲面 的 度量 应 该 满足 的 Ricci 条 
件 ). 
多数 8 一 e “是 巧 链 面 的 Gauss 瑞 射 , 它 取 不 到 扩充 复数 平 


面 CU ice 上 的 0 两 个 值 , 即 取 不 到 单位 球面 上 的 南极 点 和 
北极 点 ， 


+ Ts 


2， 正 螺旋 面 
仍然 设 了 = 0, 了 0w) = 二 一 vv 一 le*， g(rw) =e-“*。 因此 
op 一 -一 ww 一 lshrw, 4 一 chrw, 4 二 一 ww 一] 
这 三 个 育 数 在 单 连通 区 域 D 上 十 全 纯 的 , 故 它 们 没有 周期 即 
它们 的 积分 与 路 径 无 关 ， 直 接 积分 得 到 
T= Re 一 w 一 1shrodro 一 shusinv, 


yy 二 Re| chwdw = shaucosv, 7,4) 
必 
2 一 Re < YO ldw 一 于。 


这 正好 是 正 螺 旋 面 > 一 arctg 六 的 参数 方程 (参看 彩 页 ， 图 2. 
4)， 它 建立 了 复 平面 C 与 正 螺 旋 面 的 同 且 ， 在 此 同 胚 下 ，x- 曲 
线 〈( 即 "一 常数 ) 对 应 于 正 螺 旋 面 上 的 直 和 母线 zz 曲线 ( 即 “= 
带 数 ) 对 应 于 正 螺 旋 面 上 的 蛇 旋 线 ， 与 悬 链 面 的 情形 相同 ( 因 
为 它们 的 W- 因 子 是 定义 在 同一 个 区 域 C 上 的 相同 的 函数 
gw 一 2 "); 正 螺 证 面 的 Gauss 映射 g 取 不 到 扩充 复数 平面 上 
的 00.0 这 两 个 值 , 即 正 螺 旋 面 的 单位 法 向 量 取 不 到 (0,0, 一 1) 
和 0,0,1) 这 两 个 值 . 

这 两 个 例子 的 定义 域 都 是 复数 平面 C, 生 W- 因 子 g 是 同一 
个 国 数 , 亚 -因子 了 差 一 个 模 为 1 的 倍数 一 v 一 1. 因此 这 两 个 上 曲 
面 有 相同 的 第 一 基本 形式 ， 故 这 两 个 曲面 上 有 相同 参数 值 
Cv) 的 点 之 辣 的 对 应 给 出 曲面 之 间 的 等 距 对 应 ,而 且 在 此 对 


”应 下 有 相间 的 Gauss 映射 的 象 . 


这 种 关系 有 普遍 意义 . 一 般 地 ,如 果 设 极 小 曲面 M 的 定义 
R, 命 fo 一 e。 "ff, 那么 DD, fo, g 仍然 满足 多 -因子 的 条 件 , 因 
由 Ds 


而 它们 诬 定 了 一 个 与 好 等 距 的 极 小 曲面 , 记 为 邮 o, 并 县 它 与 对 
在 对 应 点 有 相同 的 单位 法 向 量 ， 即 有 相 辣 的 Gauss 映射 的 象 ， 
我 们 称 Ms 为 M 的 伴随 极 小 曲面 . 符 别 地 , 称 Ms 了 为 财 的 共生 
极 小 曲面 ， 若 设 MM 的 参数 方程 是 


= (Ref £0- gyaw, Ref 全 ra + gaw, 
Ra 
则 M3 的 参数 方程 是 
rs = ef Adl — gdw, 


Re 一 Ff 十 & drw, Re| w -一 fgaw| 


一 一 [| 3 4 Fei 一 应 ”Oct 


Im| Y= la 十 中 Die， im[ fgaw]. 
因此 
+r Virs 


= | 上 3ra -epoaeo 


Lf + gdw, | eawl. 


(C7, 5) 
换 各 话说 问 量 函 数 r， 土 rs 分 别 是 一 个 金 纯 向 上 函 数 的 实 部 和 
赔 部 ， 也 就 是 说 r， 士 地 作为 调和 函数 是 彼此 共 轰 的 《方程 
《6, 11) 已 经 告诉 我 们 , 极 小 曲面 的 参数 方程 (u,v) 是 等 温 参 
数 wx， 的 调和 应 数 )， 共 固 极 小 曲面 的 名 称 由 此 而 得 . 
伴随 极 小 曲面 也 有 明显 的 表达 式 ， 事 实 上 
+ = [Re| $fa — gdw, 
76、 


Re| 之 人 — f+ gdw, Re| < "fgduw| 

一 Cos 上 二 Sin rn, 《7,. 6) 
所 以 伴随 极 小 曲面 给 出 了 单 参数 极 小 条 面 族 ， 实 现 了 从 极 小 曲 
面 M 到 它 的 共 辆 极 小 曲面 的 等 距 变 形 , 在 变形 过 程 中 怪 持 了 曲 
面 的 极 小 性 以 及 保持 曲面 的 Gauss 映 象 不 恋 . 

从 虹 链 面 到 正 螺 族 面 的 等 距 变 形 过 程 在 图 7. 1 中 (参看 彩 
页 ) 清晰 地 演示 出 来 了 了、 在 直观 上 ， 我 们 机枪 悬 链 面 褒 一 条 经 
绪 邓 开 ， 然后 拧 成 正 螺 旋 面 中 的 一 截 . 

我 们 还 需要 指出 : 极 小 曲面 邮 的 环 - 因 子 g 不 是 唯一 确 
定 的 . 比如 , 让 食 - 因 子 1, g 的 定义 域 DD 作 一 个 共 形 变换 成 为 
咏 ， 则 我 们 就 会 得 到 定义 在 后 上 的 一 组 新 的 本 -因子 子 ， 忘 ， 对 
应 着 同一 个 极 小 曲面 M.， 车 设 从 了 到 也 的 共 形 变换 是 

w= Wb), 
则 34 的 新 的 形 - 因 子 是 
[> (6) = Fe) 二 人)， 
部 () = g(t)), 
例如 ,我 们 取 记 一 C 一 (0},f(w) = 1,g(w) 一 过 ,它们 
将 给 出 例 1 所 描述 的 同一 个 旺 链 面 、 实 际 上 、 若 命 
w=e, SEC, 
这 是 从 忆 C 到 号 二 C 一 10} 的 共 形 变换 。 从 (7.7) 式 得 到 
Fe (=e !, 
此 即 例 1 给 出 的 WW- 因子， 如 果 考 虑 从 DP 二 C0 一 {10} 到 自身 的 共 
形变 扫 


(7.7) 


1 
Th 一 一 Ee? 
由 得 到 巷 链 面 的 男 一 组 W- 因 子 
s Fi 


3。 Enneper 棋 小 曲面 
由 一 工 一 tw, 
| = 一 w 一 Tt 十 te ， 
nn 二 vw 
它们 都 是 单 连 通 区 域 D 上 的 全 纯 隐 数 , 所 以 没有 周期 . 积分 .并 
取 实 部 得 到 


X= 二 uv: 一 Su, 
yy 二 一 一 wv 十 5, (7.8) 
2 = tH: — 1 


这 组 方程 茹 出 的 曲面 叫做 Enneper 极 小 曲 夯 . 

定义 在 C 上 的 全 纯 畏 数 g (rm) 一 蔬 取 不 到 的 值 公 有 扩充 复 
数 平面 土 的 ce 值 ， 所 以 Enneper 极 小 曲面 的 单位 尘 向 量 取 不 到 
北极 点 〈0，0，1) 的 值 . 

图 7. 2{ 参 看 彩 页 ) 画 出 了 这 个 曲面 在 好 十 咕 < 大 1 内 的 部 分 ， 
按照 曲面 的 参数 C(x, zw) 给 出 的 定向 ， 在 (ay v= 二 (0; 0) 处 
曲面 的 单位 法 向 量 是 (0;,.0,， 一 1). 

这 个 曲面 与 前 面 两 例 的 不 同 之 处 在 于 它 有 自 交 现象 出 现 ， 
为 了 看 清楚 这 一 点 ， 在 复 平面 忆 上 引进 极 坐 标 (r， 六 : 

= reosd, vv = rend. 


这 样 ， 曲 面 的 参数 方程 化 为 


9 ?78* 


六 一 rcosbg| (1 下) 一 了 rseoszg |， 


二 一 rsing| (1 十 7》 一 了 rsing |， (7- 9) 


三 -一 icos28, 
曲面 的 自 交 点 fn, 9) ,有 0) 使 得 下 列 方 程 组 成 立 ， 


"cosd [a 十 7?) 一 Srieoszg | 
一 reosb| (1 十 1) 一 Srcos’9 |， 
risinb| (1 十 一 了 risinzg | (7. 10) 


一 rsing| (1 十 天) 一 3rzsinz8 |， 


rcos2 = ricos?f. 


从 最 后 一 个 方程 得 到 
二 ~ kx. 
前 两 个 方程 的 解 列 表 如 下 ， 


rE =kA 十 日 


向 此 可 见 ，《7. 10 有 非 平凡 解 的 充分 必要 条 件 是 .1 寸 呈 < 


1; 或 让 之 3. 因此 ，Enneper 极 小 曲面 在 w? 十 v?<3 内 是 没有 自 
* 79° 


交 的 ; 自 交 现象 只 发 牛 在 时 十 加 袜 3 内 {大 看 彩 页 ， 图 7. 3). 
具体 地 说 ， 当 
:0 3 十 六 

rv 3 Cos 一 才 让 2 
上 时， 复数 平 面 上 的 点 (rcos98, rsin9) 与 (一 recos8， rsin8) 英 为 
曲面 上 的 同一 点 : 当 

rv 3， sin2g 一 半 tr 
时 ， 复 数 平面 上 网 点 (recos8， rsin9) 与 (reos8， 一 rsin8) 也 映 
为 曲面 上 的 同一 点 . 因此 , Enneper 曲面 自 交 成 两 条 曲线 : 一 条 
落 在 平面 上 ， 参数 方程 为 


r= {0,— [4+] ,3 二 2] ,一 c <v<+eo， 


《7. 11) 
它 是 复数 平面 C 上 的 双 曲 线 刀 一 30: 一 3 的 象 ， 另 一 条 落 在 zz 
平面 上 ， 参 数 方程 为 


Fr 一 [和 十 二 0， 一 (3 + 2x2)| ， 一 co 二 00， 


(C7, 12) 
它 是 复数 平面 C 上 的 双 曲 总 
Ju v= 一 3 
的 象 ， 

Enneper 极 小 曲面 育 丰 窗 的 对 称 性 质 . 其实， 如 果 将 En- 
“neper 曲面 绕 x 轴 旋 和 转 30°, 然后 作 关 于 xz 平面 的 对 称 ,， 则 所 得 
曲面 便 与 原来 的 曲面 重合 ， 在 这 种 变换 下 ， 自 交 成 的 曲线 恰好 
互相 重合 . | 

当 0<r<1 时 , 通 数 gf) 在 

wu 
内 的 值 满 足 |gtw) | 安 r<1， 这 意味 着 Enneper 曲面 在 
二 S00" 


# 十 训 扩 
内 的 部 分 的 Gauss 上 映 象 落 在 单位 球面 的 半球 面 以 内 . 根据 Bar- 
bosa-do Carmo 等 人 的 结果 (参看 第 五 节 (5.11》 式 后 面 的 讨 
论 )， 这 块 曲面 是 稳定 的 极 小 曲面 , 即 对 于 简单 的 空间 闭 曲 线 丁 
{r<]) * 


3 


r 一 [reos6 一 二 Cos30, — rsing 一 rsin30,r:cos20 4 


0 27 (7. 13) 
来 说 ，Enneper 曲面 在 以 T 为 固定 边界 的 变 分 曲面 中 达到 了 面 
积 的 最 小 值 ， 这 个 事实 在 ”一 1 村 也 成 立 ， 然 而 当 1<r< vv 3 
时 ,了 所 国 的 Enneper 曲面 就 不 再 是 面积 最 小 的 了 . 实际 上 ,由 
‘5，11) 起 可知: 对 于 以 荆 为 固定 边界 的 变 分 ， 其 面积 的 第 二 
变 分 公式 可 以 改写 为 


dACM 
i , oo Javar + 种 RK) ly. 
这 里 VA 表示 了 藻 数 五 的 梯度 ， 吉 
hi; + hs 
val: 和 C1 十 a 十 wy? 
由 《6. 25) 式 得 到 Enneper 曲面 的 Gauss 曲率 是 


~- 4 
MT TFT 
面积 元 素 * lw 一 《1 十 ?十 v*)*dudv， 所 以 


dACM)| 8h? 
or: 0 | th (1 十 ww 十 | dudv 
8 
| | A 十 本 十 i 十 i) dudv, 


C7, 14) 


其 中 必 一 二 十 号. 


现在 要 在 1<r< v3 的 假定 下 ， 找 出 函数 htw,v), 满足 
。 有 7 。 


请 | 十 za 一 天 一 0， 且 使 上 面 的 积分 过 0 为 此 ， 傅 
人 
页 (于 ,人 = nr 
显 钴 AKCzyzir)lsrvc 二 0， 经 计算 得 到 


GC 二 十 

让 (7. 14) 式 成 为 
= 一 3 
Jtr) = | | (a 


8 
和 《让 十 有 十 1) dudv 


人 
ur 


ye 
i ee i ln 
Ci A 
由 此 可 见 J(1) 二 0， 设 x=ar，v 二 记 ， 则 上 面 的 积分 成 为 


az 十 诬 一 11 
一 一 | 8 a 二 后 十 1 
.1 一 天)Krtae 十 下 ) 十 1 人 re 十 闻 ) 一 D jag8 
(er BD) +1) 
所 以 


1(1) 一 16( 十 此 一 1)- 
“ 《11 = | ,po Cr Bi) Led < 0 


国 此 ， 存 在 cc>>1， 当 1 二 r 达 时 有 JJG) < 二 0， 
不 妨 设 ov 3. 当 a<ro< 33 时， 只 要 命 
ho) -1 i i 2 
0 ， oA 


则 这 样 的 函数 请 (www) 全。 oo 如 果 要 得 到 


总 之 ， 民 要 1<r< vv 3， 入 们 改 能 直到 克 孝 有 个 Enneper 
» A2. 


出 面 在 保持 边界 曲线 矿 不 动 的 变 分 下 面积 变 小 ， 因 而 Enneper 
曲面 在 扫 十 于 委 王 内 的 这 部 分 是 不 稳定 的 ,然而 根据 Plateau 问 
题 的 Douglas 解 【 和 参看 第 九 节 )， 以 三 (1<r< x 3) 汶 边 界 的 
面积 最 小 的 圆 盘 型 极 小 曲面 是 存在 的 , 它 肯 定 不 同 于 厂 圭 所 张 
的 Enneper 曲面 . 册 此 可 见 ， 以 了 为 边界 的 圆 盘 型 极 小 曲面 至 
少 有 两 个 . 以 三 为 边界 的 面积 最 小 的 极 小 曲面 至 今 沿 未 用 显 式 
表示 出 来 ， 写 出 它 的 你 -因子 应 该 是 一 个 很 有 意思 的 问题 . 
Enneper 曲面 的 共犯 极 小 曲面 的 方程 是 


二 一 了 一 8 十 本 ， 

y= ut C7.15) 

= MU 
其 形状 见 彩 页 图 7.4 (ou 十 zcl 的 部 分 )， 从 图 上 可 以 看 出 ， 
Enneper 曲 面 与 它 的 共 力 极 小 曲面 十 分 相像 ， 实 际 上 这 两 个 上 曲 
夯 是 彼此 合同 的 ， 要 看 清楚 这 一 点 ， 我 们 让 Enneper 曲面 的 参 
数 作 刀 下 变换 ， 


了 ~ A 
工 二 viv + + < 一 十字] ， 
2 3 2 
VD ,Dl V2 / ， 


2HDG, 
显然 ， 这 个 曲面 与 (7. 15》 只 差 一 个 绕 = 轴 的 45* 旋 转 ， 
我 们 把 与 其 共犯 极 小 曲面 合同 的 极 小 曲面 称 为 自 共 斩 极 小 
醒 7* 


曲面 .在 文献 [27] 中 给 出 了 更 多 的 目 共 斩 极 小 曲面 的 例子 . 


4，Scherk 极 小 曲面 


和 
一 ‘w EC 
设 g 00) 二 忆 ,f(w) 一 Ti 刚 
1 vv v 一 工 
一 ~/f(l — 2g) 一 —— 
2 wi v 一 T w— vi 
完全 + 80 一 区 一 区 ii 
加 2 2 
wl 


由 于 %， 物 ; 分 是 单 连 通 区 域 D 上 的 全 纯 函 数 , 它们 在 DD 内 没 
有 周期 ， 于 是 


十 YY 一 ] 
= 一 Re| dw 一 一 afg| 二 十 克 ， 
,名 | 二 
9 一 Re| ‘pdrw 一 一 arg| 宇 二 +x (7.16» 
0 一 
_ w 十 1 
= 一 Re| pdw = log i 1 


分 出 2 和 2 一 1 的 实 部 和 虚 部 ， 我 们 有 


中 十 YY 一 1 -jw 一 1 w+ 


w— 1 lm 一 v 二 1 wo VT 
ww -Iw 一 1 Ww 
w—1l lw—1l ”jw 一 1 


Tw 十 十 1 
由 于 |w|* 一 1<0, 故 复数 于 入 过 ,如 十 | 都 落 在 复数 平面 上 上 


+ 庙 和 = 


轴 的 左 侧 ， 所 以 


$$ <are | 三 |< 笃 
2 me | 2 
并 w+ 1 3 
7 <arg| YH |< > ， 
于 是 一 二 <z< 了， 一 二 <3?<< 了 ， 直 接 计 算得 到 


CDOSI 一 一 COS 


w 十 |- 元 [wl? 


aTg 


wo— 1 1 二 wl|' 
cosy 一 一 cos| arg 四 十 1 | 一 一 
一 | 圭一 到 | 
因此 Scherk 极 小 曲面 可 以 表示 成 
1 Cosy Ed 
xz = ln ee， 7 < TT > 了 .1 7) 


七 的 图 形 是 zy 平面 上 、 以 原点 为 中 心 、 边 长 为 ”的 正方 形 上 的 
一 张 图 ( 彩 页 ， 图 7. 5). 
我 们 知道 ,如果 曲 面 的 参数 方程 能 侣 写 成 变量 分 离 的 形式 ， 
即 
rftyo) = Sn) + WC(v), 
册 称 该 曲面 为 平移 曲面 ， 从 直观 上 看 ， 这 时 的 向 面 是 空间 曲线 
fa) 的 结果 ， 也 是 空间 曲线 Yu) 平移 的 结果 . (7. 17》 式 可 以 
配 成 
z = lncosy 一 lncosz, 
因此 Scherk 曲面 的 参数 方程 为 
rery) 一 【ylncosy — lIncosx) 
一 《fo 一 Incosr) + (Oy,lncosy} ， 
故人 它 是 一 张 平移 曲面 。 反 过 来 ， 容 易 证 明 : 能 够 表 成 z= qz) 
十 (yy) 的 极 小 曲面 必定 是 Scherk 极 小 曲面 . 事实 上 ,将 < = 
Pr) 十 0 代入 极 小 曲面 方程 (2. 14》 便 得 到 
。 A5. 


rr , 
1] 十 经 1 十 浆 


由 于 左 , 右 两 边 分 别 为 x、y 的 函数 ， 所 以 它 必 为 常数 ， 不妨 设 


rar 一 rr yy = 本 
1 十 经 1 二 类 
求 积分 则 得 
和 一 一 二 InKeoscz) ， 一 一 In(coscy) 
引 
| Coscy 
z= ln COSCT. 


从 ， Yb 3 全 的 表达 式 可 知 1， —l1, vl,—» 一 ] 十 它 
们 的 极点 . 如 果 考 外 比 单位 圆 盘 户 更 太 的 区 域 
D=C— (re rl10= < 是 整数 | ， 
财 咏 仍 是 单 连通 区 城 ， 而 是 入， 角 是 户 上 的 全 纯 消 数 ， 因 
此 出 Weierstrass 公式 得 到 定义 在 万 上 的 Sherk 极 小 曲面 


其 中 zy 的 变化 范围 是 一 r<rzr<xr, 一 x 之 yt， 和 且 要 求 二 ~> 


坊间 各 并 
0. 如 7.6 通 出 了 定义 域 请 以 及 相应 应 的 极 小 曲面 的 x 和 > 的 变 
化 范围 . 区 域 太 中 的 图 弧 ; r 二 0 上 是 整数 ， 


在 Scherk 级 小 曲面 上 对 应 着 分 曾经 过 TY 平面 上 的 四 个 点 


pi 再 i A . 
[到 下 (一 全 于 )， (一季, 一 了 )， {于 一生) ,县 与 : 
轴 平 行 的 直线 .另外 ，Scherk 曲面 在 图 7. 6 的 正方 形 的 四 个 角 上 
的 图 形 与 中 间 正 方形 落 在 四 个 象限 部 分 上 的 图 形 关于 这 四 条 直线 
是 对 称 的 〈 这 是 极 小 曲面 的 对 称 性 质 的 特例 ， 参 看 第 八 节 )、 
还 可 以 将 Scherk 曲面 进一步 向 外 延 拓 , 最 终 得 到 一 张 完备 
+* fH 。 


围 7.¢6 
的 Scherk 极 小 曲面 《关于 完备 曲面 的 概念 可 参看 第 八 节 )， 为 
此 ， 我 们 用 MC 一 {1， 一 1，Y 二 1， 一 v 一 1T} 代 蔡 单 位 贺 盘 
PDP. 丛 是 ， 阴 数 名 ,9 在 导 上 是 有 实 周 期 的 ， 这 可 以 利用 留 数 
定理 来 检验 ， 比 如 看 函数 吕 . 根据 留 数 的 定居 ， 9 六 者 围绕 
v 一 [的 闭路 的 积分 恰好 等 于 凡 在 新 立 奇 点 v 一 ! 的 留 数 
Res 0，wY 一 1 的 2r vY 一 1 倍 ， 即 
| Pw dw = 2 vo 1lRes(m, vy — 1), 


其 中 是 充分 小 的 正 数 ， 因 此 要 检查 gp 没有 实 周 期 或 有 实 周 
期 ， 量 要求 名 关于 它 的 各 个 孤立 奇 点 的 留 数 ， 观 察 其 各 个 留 数 
的 虚 部 是 否 全 部 为 零 ， 然 而 ， 留 数 定理 表明 ， 函数 j 在 孤立 奇 
点 的 留 数 恰好 等 于 旬 在 该 点 的 Laurent 展开 式 中 一 1 次 医 的 系 
数 ， 这 样 、，p 的 表达 式 告诉 我 们 钊 在 奇 点 Y 一 1 的 留 数 为 
一 v 一 1, 在 一 v 一 1 的 留 数 为 一 1, 所 以 gg 在 计 土 有 实 周 期 . 
要 克服 这 个 困难 ,只 须 用 M 的 万 有 轩 盖 区 域 村 来 代替 ,其 实 太 
就 是 用 无 限 多 个 叮 依 次 拼接 的 结果 . 

设 团 盖 映 射 为 r;， 版 一 MM, 则 "Gn 为 单 连 通 区 域 好 上 的 全 

- fir: 


纯 胃 数 ， 设 有 周期 上面 的 做 法 是 复 分 析 中 处 理 多 值 蓝 数 的 标 
准 做 法 , 即 用 万 有 覆盖 区 瑾 租 代 替 邓 之 后 ,Mn 上 的 多 值 果 数 就 
成 为 明了 上 的 定 尽 好 的 单 值 函数 了 . 这 时 , 曲面 前 解析 表达 式 仍 
由 (7. 16) 式 给 出 , 只 是 其 中 的 arg 应 理解 为 多 植 本 数 ， 它 还 能 
表示 成 下 列 图 数 的 图 象 ; 
xz 一 |n ~ 
尺 癌 二 工 


其 中 一 二 过 Tz，y 二 十 so ， 且 要 求 二 之 >0. -我 们 最 终 所 得 到 的 


COS 


Scherk 曲面 是 租 入 在 让 中 的 完 甸 极 小 曲面 ， 它 的 Gauss 曲率 
不 取 单 位 球面 上 四 个 点 的 值 图 7.7? 画 出 了 Scherk 曲面 
《7. 17》 越过 一 条 与 = 轴 平 行 的 查 线 向 外 延伸 的 结果 . 


=。 


入 极 小 曲面 的 一 般 性 质 


现在 我 们 已 经 知道 极 小 曲面 的 不 少 例 子 ， 在 本 节 我 们 要 对 
极 小 曲面 的 最 一 般 的 初等 手 质 作 一 些 讨论 ， 特 别 是 要 指出 这 些 
性 质 的 直观 意义 ,使 我 们 对 极 小 曲面 的 形态 有 一 些 感性 的 认识 ， 

我 们 首先 能 得 到 的 一 个 性 质 是 : RR 中 极 小 曲面 的 Gauss 曲 
率 必 定 是 非 正 的 , 即 天 扫 0.， 实际 上 , 若 设 被 小 曲面 的 两 个 主 曲 
率 分 别 有 是 如 、&s， 则 由 定 交 可 知 平均 曲率 豆 、Gauss 曲率 天 分 
别 是 

H= 坟 (by 十 到 )，K 一 上 he 


对 于 极 小 曲面 , 平均 曲率 五 和 0, 所 以 它 的 主 曲 率 友 ,， 龙 ; 互 为 相 
友 数 ， 即 
2 二 一 此 ， 
所 以 
天 一 一 《有 1) 安 :了 ， 

由 此 可 见 ， 在 极 小 曲面 上 不 可 能 有 椭 加 点， 这 说 明 极 小 项 

面 在 局 评 上 不 可 能 是 凸 的 , 即 在 极 小 曲面 上 不 可 能 有 这 样 的 点 ， 
* 上 人 雪 


司 得 臣 操 的 其 个 邻 域 完全 落 在 出 面 在 该 点 的 切 平 面 的 基 - : 侧 
《参看 第 四 节 ). 这 个 事实 在 直观 上 也 很 容易 理解 例如 设 书 是 
曲面 邮 上 的 一 个 精 贺 点, 设 w 是 曲面 在 点 了 的 单位 法 向 量 , 于 
是 用 平行 于 点 P 处 的 切 平 击 的 一 个 平面 7 证 曲 面 上 有 可以 截 出 
点 也 的 一 个 邻 域 UU, 它 由 检 图 点 组 成 , 设 截 线 为 C. 很 明显 ,让 
令 域 U 作 保 持 边 界 曲线 C 不 动 的 变 分 ,使 得 恋 分 向 量 场 与 诗 共 
线 , 则 可 以 使 的 面积 严格 地 变 小 , 因此 帮 不 可 能 是 极 小 曲面 
(图 8. 1)， 


二 | 
图 #1 
根据 法 曲率 的 Euler 公式 (第 四 节 ，(4，11) 式 )， 在 极 小 
曲面 上 每 一 点 有 两 个 彼此 正 交 的 渐 近 方向 ， 它 们 分 别 平分 曲面 
在 该 点 的 主 方向 的 卖 角 . 丙 谓 曲面 上 的 站 近 方 向 是 指 曲面 上 在 
一 点 司法 曲率 为 零 的 切 方 同 ， 它 们 正好 是 曲面 在 该 点 的 Dupin 
标 形 的 戎 近 线 的 方向 《在 双 曲 点 ， 天 <D，Dupin 标 形 是 一 对 彼 
此 共 斩 的 双 曲 线 )， 实 际 上 ，Euler 公式 为 
0) = Ricos0 + ,sind, 
其 中 如 是 所 考虑 的 切 方 向 与 对 应 于 生 的 主 方向 的 夹 角 . 对 于 极 
小 曲面 有 各 三 一 如 ， 故 
RH) 一 下 COS — sin:d) 一 kcos20d. 
当 各 一 0 了 时 ， 主 方向 不 定 ， 源 近 方 向 和 不定， 断言 可 以 认为 真 的 ; 


当 外 闫 0 人 针 , 局 (9) 一 0 当 且 仅 当 cos20==0, 即 86 一、 广 十 二 ， 


" gO» 


因此 极 小 曲面 上 的 潭 近 方 向 与 主 方 向 的 夹 角 是 45"， 

在 第 六 节 我 们 已 经 知道 ， 者 在 曲面 上 取 等 温 参 数 系 (wn， 
z)， 则 当 该 曲面 是 极 小 曲面 时 , 它 的 位 置 向 量 是 #、w 的 调和 后 
数 ; 反之 亦 然 ， 这 个 性 质 有 许多 重要 的 推论 ， 其 中 一 个 简单 而 
直接 的 结果 是 ; 若 M 是 以 曲线 C 为 边界 的 紧 缴 极 小 曲面 , 刘 邮 
必 包 含 在 边界 曲线 忆 的 凸 包 之 中 .这 里 的 紧 缴 性 是 指 该 曲面 是 
R 中 的 一 个 有 界 的 财 子 集 ; 所 谓 C 在 柄 中 的 凸 包 Conv (C) 是 
指 中 中 包含 C 在 内 的 最 小 凸 闭 集 ， 它 恰好 是 忍 : 中 所 有 包含 C 
入内 的 闭 半 空间 之 交 ， 我 们 用 反 证 法 证 明 上 面 的 结果 ， 若 设 对 
不 了 包 侣 在 边界 曲线 己 的 西 包 之 中 ， 则 在 和 上 必 有 一 点 疡 各 
(ConvtC) ,于 是 在 是 中 有 一 个 平面 .22 , 使 得 曲线 已 落 在 .2 的 
一 侧 ,而 点 王 落 在 寻 的 另 一 侧 . 取 到 中 的 稍 卡 儿 坐 标 系 使 区- 
成 为 xy 平面 , 且 点 PP 落 在 半 室 间 {(z，y，z): z 守 0} 内 . 现在 ， 
坐标 曙 数 zlw 是 曲面 M 上 的 等 温 参 数 的 调和 函数 ， 而且 =(P) 
全 0， zaw< 0 这 与 调和 函数 的 最 大 值 诛 理 是 牙 盾 的 . 调和 函数 
的 最 大 值 原理 断言 定义 在 区 域 D 上 的 调和 和 函数 必 在 边界 2D 
上 达到 它 在 区 域 万 上 的 最 大 值 . 

同样 的 论证 还 可 以 用 来 证 明 : 在 R* 中 不 存在 紧 丝 无 边 的 极 
小 曲面 . 事实 上 , 极 小 曲面 的 凸 包 性 质 本 身 就 蕴含 着 这 个 结论 ， 
如 果 在 下 中 存在 这 样 的 极 小 曲面 W， 则 机 小 曲面 的 凸 包 性 质 
断言 M 也 含 在 3M 的 西 包 之 中 ,然而 现在 的 边界 3M 是 空 集 , 这 
是 一 个 政 盾 , 这 个 结论 还 能 利用 极 小 曲面 的 曲率 性 质 来 证 明 , 实 
际 上 ， 如 果 虹 是 中 中 一 个 紧 致 无 边 的 曲面 , 则 在 R 中 作 以 原 
点 为 中 心 、 以 充分 大 的 R 为 半径 的 球面 ss 把 凡 包含 起 来 ， 逐 
渐 缩 小 半径 只 的 尺寸 , 则 在 半径 达到 某 个 值 R, 近 R 时 , 能 使 球 
面 Sx 初次 与 M 在 某 点 己 相 切 . 通过 曲面 在 P 点 的 法 线 作 平面 
去 截 曲 面 M 和 球面 Sa, 分 别 得 到 M 和 Sx. 在 点 PP 的 法 截 线 ， 
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则 这 两 条 法 截 线 向 同 侧 弯曲 ， 并 且 M 的 法 截 线 的 曲率 半径 比 
Sx 的 法 截 线 的 曲率 半径 小 ， 因 此 由 法 曲率 的 几何 意义 可 知 
M 在 点 的 法 曲率 
之 Sn 在 点 了 的 法 曲率 一 让， 


所 以 好 在 已 点 的 Gauss 曲率 K> 志 >>0. 顺便 撮 一 下 , 我 们 所 


得 的 是 关于 大 范围 微分 几何 的 一 个 十 分 要 紧 的 结论 , 即 ; 着 MM 
是 由 中 的 法 级 无 边 的 光滑 曲面 , 则 在 对 上 至 少 存 在 一 点 ,使 得 
曲面 M 在 该 点 的 Gauss 曲率 是 正 的 .由 于 本 中 极 小 曲面 的 
Gauss 昌 率 委 0， 所 以 上 面 的 结论 说 明 在 后 中 是 不 可 能 有 紧 级 
无 边 的 极 小 曲面 的 . 

在 第 六 节 中 已 经 负 述 过 极 小 曲面 上 等 温 参 数 系 的 局 部 存在 
性 ， 利 用 复 分 析 中 一 条 深刻 的 定理 可 以 证 明 极 小 井 面 上 大 范围 
等 温 参 数 系 的 存在 性 ， 这 条 深刻 的 定理 就 是 Koebe 一 致 化 定理 
(也 称 为 Riemann 上 映 射 定 理 )， 它 可 以 斤 述 为 : 任意 一 个 单 连 遂 
的 黎 曼 曲面 可 以 双全 纯 地 〈 即 共 形 等 价 地 ) 酉 为 黎 归 球面 ， 复 
平面 ， 或 复 平 面 上 的 单位 圆 盘 . 换言之， 任意 一 个 黎 曙 曲面 必 
定 以 黎 曼 球面 ， 复 平面 ， 或 复 平 面 上 的 单位 四 盘 作 为 它 的 万 有 
覆 次 空间 (覆盖 映射 为 双全 纯 上 映射 ). 这 个 定理 是 复 分 析 中 的 一 
个 基本 定理, 它 最 早 是 Riemann 拖 述 的 ,但 是 完全 的 证 明 是 H， 
Poincare 和 了, Koebe 在 1907 年 给 出 的 。 这 个 定理 在 曲面 论 的 
研究 中 常常 起 着 关键 的 作用 . 

现在 , 极 小 曲面 上 等 温 参 数 系 的 大 范围 存在 性 可 以 准确 地 
叙述 成 : 设 M 是 局 中 一 块 单 连通 极 小 曲面 , 则 好 可 以 表示 为 
参数 曲面 区; DD 一 一 R!, 使 得 (x, wv) ED 是 曲面 的 等 温 参 数 系 ， 
只是 复 平 面 C ,或 复 平 面 C 中 的 单位 贺 盘 (weEC : 1w1 过 1}. 实 
际 上 上 ， 如果 1 是 王 中 一 块 单 连通 极 小 曲面 , 当 好 有 边界 时 用 
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M4 的 内 部 代替 MM， 则 好 是 一 个 音 连 通 的 歼 要 面 ， 但 是 村 不 可 
能 是 紧 缴 的 , 故 MM 必 共 形 等 价 于 复 平面 C 或 单位 圆 盘 tccC : 
Im 二 1}. 然而 把 对 看 成 黎 曼 曲面 是 通过 建立 M 的 局 部 等 温 参 


数 系 实现 的 ， 即 曲面 的 第 一 基本 形式 的 系数 满足 条 件 
证 |# | 强 |? 


这 些 关系 在 参数 系 (u,v) 作 共 形变 换 时 是 不 变 的 ， 即 : 若 有 
参数 变换 
站 一 瑟 人，m2)， 一 去 (2，Y)， 注 足 条 人 性 
i 
a 
则 仍旧 有 
a 


下 | | 五 | 2 
7 和 | ?入 基 

因此 JM 有 和 等温 参数 表示 天 :1: 口 一 >R*, 其 中 记 =C 或 {tw EEC: 
Izw |<<1}. 

观察 第 七 节 中 所 给 出 的 正 螺旋 面 及 Scherk 极 小 曲面 的 图 
形 ， 不 难 发 现 这 些 曲 面 中 包含 了 一 些 直 线 ， 而 且 曲 面 基 于 这 些 
直线 是 对 称 的 ， 这 个 事实 反映 了 下 面 的 一 般 性 原理 ， 通 常 称 为 
极 小 曲面 的 反射 原理 : 着 是 以 TT 为 边界 的 一 块 极 小 曲面 , 并 
且 天 包 合 一 条 直线 段 yY， 则 将 MM 作 关 于 y 的 对 称 , 便 得 到 一 个 
更 大 的 极 小 曲面 四， 它 包含 直线 段 Y 在 它 的 内 部 、 并 以 7 为 对 
称 轴 . 

因为 关于 直线 段 7 的 对 称 是 空间 忆 到 自身 的 操持 定向 的 
线性 等 距 变 换 , 它 把 曲面 时 变 为 与 之 等 距 的 曲面 Mi ,并 且 把 邮 
的 平均 曲率 向 量变 为 Mi 的 平均 曲率 向 量 (只 要 通过 一 些 简 单 
的 计算 就 能 证 实 这 一 点 }， 因 此 当 MM 是 极 小 曲面 时 MM) 也 必然 
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是 极 小 曲面 . 所 以 ， 现 在 的 问题 在 于 : 曲面 好 和 Mi 是 各 能 够 
沿 着 直线 段 7 光 滑 地 拼接 在 一 起 ? 村 实现 两 块 曲面 沿边 界 光 清 
的 耕 接 ,只 要 在 两 块 昌 面 上 分 别 存 在 光 少 的 二 阶 正 交 标 山 场 ,使 
得 这 两 个 二 阶 正 交 标 架 场 在 公共 边界 7 上 的 限制 是 一 致 的 ， 而 
且 相 应 的 主 曲 率 函 数 沿 公 共 边 界 7Y 也 相等 , 并 能 拼接 成 对 Jaq， 
上 的 可 微 阔 数 . 这 里 所 请 的 二 阶 正 交 标 架 场 ir; eye，e 是 
措 前 两 个 标 架 向 量 gi， 62 是 曲面 在 点 7 处 的 和 被 此 正 交 的 主 方向 
单位 向 量 ,e 是 曲面 的 单位 法 而 量 . 这 个 断言 实际 上 是 曲面 论 基 
本 定理 《 [251) 的 推论 ， 从 直观 上 看 ， 上 面 的 条 件 保 证 了 曲面 
M 和 Mi 在 衔接 处 7Y 沿 演 个 方向 的 法 曲率 是 有 确定 的 数值 的 . 
上 面 的 一 般 讨论 很 容易 用 到 我 们 的 极 小 曲面 M 和 MM 上 
去 . 在 证 十 取 二 阶 正 交 标 染 场 fr; jj， ez:，e3}， 对 应 的 主 曲 率 
六 数 为 如， 名 二 一 癌 ， 现 在 直线 段 7 是 曲面 的 一 段 边 界 ， 然 
而 y 必 年 是 曲面 邮 上 的 渐 近 则 线 《〈 其 切 方 问 是 曲面 的 渐 近 方 
向 , 即 其 法 曲率 为 零 的 曲线 ?. 前 面 我 们 已 经 所 到 过 极 小 曲面 上 
渐 近 方向 恰好 平分 两 个 不 同 的 主 方向 的 夹 角 ,因此 8,,e; 与 ”所 
洋 的 锐角 分 别 是 45° (参看 图 8. 2). 现在 , 曲面 Mi 是 山 面 MM 关 
于 直线 段 7 的 对 称 ， 于 是 村 上 附加 的 二 阶 标 架 场 {rf; el，ez， 
es 在 关于 7 的 对 称 下 变 成 附加 在 M, 上 的 二 和 阶 标 架 场 {F; 包 ， 
2 E31， 而且 对 于 公共 边界 了 上 的 任意 一 点 p= 二 7}, 有 
Fp) = rtp), 
Ei 户 ) 一 一 此 民办 ] ， 《8. 1) 
此 外 ， C1(p) (pp) Bp) 与 22(p) 在 曲面 对 于 点 疡 的 切 平面 
上 关于 切 方 向 YG) 是 ( 轴 }) 对 称 的 ,让 (加 ) 一 (pp) Cp) 二 
&z( 加 )、 权 得 到 这 些 关 系 式 ,只 要 作 对 中 从 点 疡 出 发 , 且 分 别 与 
2 46z 相 切 的 山 线 ， 然 后 考察 这 些 曲 线 在 关于 > 了 的 对 称 干 的 象 ， 
至 于 二 阶 标 染 场 在 关于 7》 的 对 称 下 的 不 变性 是 由 于 空间 只 关 
» 04* 
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于 7y 的 对 称 是 保持 定向 的 等 距 线 性 变换 . 现在 ,在 MM 上 上 另 琪 一 
个 单位 正 交 标 架 场 fr er， 02 e711}， 恒 得 


ET 一 一 本 ez = Es eCO——é;, CB, 2) 
那么 {Fr er， e263} 人情 是 MM 上 的 二 阶 正 交 标 架 场 ， 而 且 对 
应 的 主 曲 率 函 数 是 

Rr °° go 二 一 赴 , 1 一 一 天 一 天 | ， (C8. 3) 

k= 一 由 | * 本 一 一 并 一 二， 
其 中 0 是 空间 中 关于 直线 段 7 的 对 称 ,F。o=r. 由 此 可 见 , MM 
上 的 二 阶 标 架 场 fr"; er? ;ez er} 与 M 上 的 二 阶 标 架 场 {r; 
El: Ez Ea} 入 公共 边界 F 是 理 合 的 ， 而 且 对 应 的 主 曲 率 相 等 ; 中: 
+ 因此 极 小 昌 面 村 和 MH 能 驶 光 讲 地 
拼接 成 一 个 曲面 ， 

极 小 曲面 的 反射 虹 理 还 能 够 叙述 成 如 下 形式 ; 设 里 tw) 是 
» 05 。 


RR 中 定义 在 半圆 盘 万 ,= {w=# 十 VY 一 1vEC! 1 如 |<E，Y0} 
上 以 wx， mv 为 等 温和 参数 的 极 小 曲面 . 如 果 在 至 间 中 中 存在 一 条 
直线 工 , 使 得 当 vw 一 0 时 , x(w)-> 荆 ; 刚 Cw) 能 延 拓 成 为 忆 中 
定义 在 整个 圆 盘 二 {wEC: |w| 过 e} 上 的 极 小 曲面 ， 而 且 它 
关于 直线 工 是 对 称 的 ， 这 是 调和 函数 的 反射 原理 的 直接 推论 ， 
不 妨 设 直线 工 的 方程 是 

Xzs=X1 = 0D. (8. 4) 
由 于 极 小 曲面 的 位 置 向 量 是 等 温 参 数 x、?zu 的 调和 函数 ， 故 
Xztw，v)、Tatusv) 是 定 疼 在 半圆 盘 DP, 上 的 调和 遂 数 . 它们 可 以 
号 招 为 整个 视盘 玉 上 的 师 数 ， 只 要 命 

TH0) 一 TH 0) = 站， 


To = 人 (8.5) 


Tv) = TITAN 
根据 调和 函数 的 反射 原理 (参看 [24],P. 172) 可 知 ; 延 扣 后 的 孙 
数 xXx,v) ,Ttwv) 是 圆 盘 DP 上 的 调和 水 数 . 命 


A 加， 
_ dr _ Ts 
a A ” 

删 ,pp 是 DD 上 的 全 纯 函 数 , 并 且 它 们 限制 在 实 轴 w=0 上 是 纯 

QTrz rstu0) ) Ar, ry 0) 
电 数 .| 因为 尖 | 一品” 一 0, 知 |, 一半 =0 
由 (6.14) 式 ， 得 到 

cp = [CR 二 (@) |], 


并 且 (oy: 在 实 轴 v=0 上 的 限制 是 非 负 实数 ,因此 当 v~0 时 ， 
= 守 一 V 一 IT 巡 的 极限 是 存在 的 ， 并 且 是 实数 ， 这 意味 着 
. OF « 


2 (kx，0) =0. 所 以 四 是 上 半圆 盘 DD 内 全 纯 的 函数 , 且 它 沿 


实 轴 "一 5 的 值 的 虚 部 为 等 . 根据 解析 函数 的 反射 原理 (实质 上 
就 是 调和 了 肾 数 的 反射 原理 ,可 参阅 [241, P. 172), gp 可 以 延 据 
为 整个 圆 般 DD 上 的 全 纯 烽 数 ， 只 训 命 
A (ww) = (TB), (8. 6) 
积分 后 得 到 
TM) = Ti — UV), 

这 样 我 们 得 到 定义 在 D 上 的 极 小 曲面 

天 = (Xu TH 0 TH) ), 
由 于 

CT 一 Ta CO OT CO 0 

=— (Xi CO— Taluav) — Xl ), 

故 曲面 上 对 生 于 (x, 一 2) 的 点 与 对 应 于 (x,v) 的 点 关于 直线 工 
是 对 称 的 . 

极 小 曲面 的 反射 原理 有 很 多 应 用 ， 最 直接 的 应 用 是 纤 拓 极 
小 曲面 , 设 4BCD 是 空间 四 边 形 ， 各 边 的 长 度 都 相等 ， 相 邻 两 
边 的 夹 角 都 是 60"， 以 ABCD 为 边界 曲线 的 图 盘 型 极 小 曲面 是 
存在 的 (参看 第 九 节 》, 用 肥皂 膜 实验 也 能 证 实 这 一 点 ,参看 彩 
页 , 图 8. 3. 根据 反射 原理 , 这 块 极 小 曲面 可 以 接连 不 断 地 作 关 
于 各 边 的 反射 ， 得 到 所 谓 的 三 周期 的 甬 入 极 小 曲面 

最 后 ， 我 们 要 介绍 完备 曲 而 撮 概 念 ， 完 备 性 是 对 曲面 进行 
大 范围 性 质 的 研究 时 一 种 最 重要 、 也 是 最 普遍 的 假定 。， 租 略 地 
说 ,所 请 下 中 的 完备 曲面 是 指 无 边界 的 闭 曲面 . 在 直观 上 看 , 它 
不 能 出 继续 延伸 成 为 一 个 新 曲面 ， 使 得 原来 的 曲面 是 新 曲面 的 
真子 集 . 有 界 的 无 边界 的 闭 曲 面 就 是 紧 缴 无 边 曲 面 ， 通 常 称 为 
基 缴 曲面 . 如 果 在 紧 缴 曲面 上 去 掉 一 个 点 ， 巾 所 得 的 曲面 就 不 
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再 完备 了 .我 们 已 经 知道 在 R: 中 不 存在 紧 级 无 边 的 极 小 曲面 ， 
因此 完备 极 小 曲面 必定 是 非 紧 完备 的 . 关于 灵 中 曲面 的 非 紧 完 
备 性 可 以 建立 常用 的 判罚 法 则 ， 我 们 先 从 曲面 上 的 发 散曲 线 的 
希 念 讲 起 . 

设 品 是 居中 的 一 个 开 区 域 , e: [L0，1) 一 DD 是 一 条 连 续 
曲 红 ， 妖 果 对 于 包含 在 口内 的 任意 一 个 紧 维 子 集 下， 必 有 二 
中 ,1) ,使 得 当 1 半 1 半 6 时 总 是 有 att) 态 下, 则 我 们 称 z 是 部 内 
的 一 条 发 散曲 线 . 换言之 ,发 散曲 绕 al0) 00 过 1 二 1) 就 是 当 1-=1 
时 wkzt)? 不 趋 于 万 的 内 点 的 曲线 . 

设 r : D>R’ 是 着 中 的 一 个 参数 曲面 S， 呈 内 任意 一 条 分 
段 可 微 曲 线 (6 一 (agouCDastsb) 喘 为 曲面 8 上 一 条 曲 
线 r*adtyastsa, 如 第 三 节 所 述 , 该 曲线 的 长 度 为 


| E 学 |) +2F 这 这 +G| 地 | 入 (8.7) 
其 中 下 ,上 ,GG 是 参数 曲面 5 的 第 一 基本 形式 的 系数 , 若 a (2)， 
D<t<1 是 DD 内 的 发 散曲 线 ， 则 它 的 长 度 定 义 为 


,人 du du dv dvl’ 
ij 过 | + 2F 溉 凶 +6[ 委 ] 4 
du : du dy dul 


现在 ，R 中 非 紧 完 备 曲面 的 判别 准则 可 以 叙述 如 下 参数 
有 曲面 S$、r : DR 是 非 紧 完备 的 , 当 且 仅 当 对 于 DD 内 的 任意 一 
条 分 段 光滑 的 发 散曲 线 aQ), 0 专 1t 二 1, 在 曲面 5$ 上 对 应 的 曲线 
ra (ty， Ot 的 长 度 是 无 限 的 ， 即 积分 〈8, 8) 是 发 散 的 . 
实际 二 如果 在 DD 内 有 发 散曲 线 att]，DSr<1， 司 得 积分 
(8.8) 收 做， 则 出 R 的 完备 性 可 知 极限 limr 。a (z) 是 存在 的 ， 
豆 为 点 pp， 它 必定 不 在 曲面 5 上 ， 若 不 然 ， 则 有 有 gE€D, 使 
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rlg) 一 记 , 因 而 lime (1) 二 9ED， 这 与 a 是 发 散曲 线 的 假定 
了 矛盾. 

我 们 在 这 里 所 介绍 的 完备 曲面 的 概念 是 完备 歼 曼 流 形 的 一 
般 罢 念 的 特例 . 侵 UMH，g) 是 一 个 有 维 连 通 的 罗汉 流 形 ， 其 中 
g 是 定义 在 # 维 微分 流 形 本 上 的 歼 受 度量 , 即 它 在 流 形 M 的 每 
一 点 的 切 空 间 上 以 光 请 的 方式 给 出 了 一 个 正定 的 内 积 ， 利 用 黎 
曼 度 量 了， 可 以 仿照 (8. 7) 式 计 算 M 上 一 条 分 段 光滑 曲线 的 长 
度 . 我 们 规定 流 形 M 上 任 章 两 点 之 局 的 距离 是 连结 这 两 点 的 分 
段 光滑 曲线 的 长 度 的 下 确 界 , 则 1 关于 这 样 定 义 的 距离 函数 成 
为 一 个 度量 空间 . 所 谓 完 备 黎 甸 流 形 CGM, g) 是 指 邓 作为 相应 
的 度量 室 间 是 完备 的 ， 即 M4 中 任意 一 个 Cauchy 点 列 必 有 极限 
点 ，Hopf-Rinow 在 1931 年 建立 了 一 个 著名 的 定理 ， 连 通 袭 总 
流 形 CM，g) 是 完备 的 ， 当 且 仪 当 (MM，,，g) 上 的 测 地 线 的 长 度 
可 以 无 限 地 还 伸 .对 于 参数 曲面 $ 而 言 , 它 的 参数 定义 域 口 是 
一 个 2 维 微 分 流 形 ， 开 在 曲面 $ 上 诱导 的 第 一 基本 形式 T= 
Edu 十 2Fdudv 十 Gdvw: 是 DD 上 的 数 曼 度量. 那么 ,S 是 非 紧 完备 
曲面 恰好 等 价 于 (D, 1) 是 完备 的 黎 曼 流 形 (因为 DD 是 RR 中 的 
开 区 域 , 它 本 身 是 非 紧 的 ?. 关于 完备 黎 曼 流 形 的 概念 涉及 相当 
多 的 知识 ， 而 且 与 极 小 曲面 没有 更 多 的 关系 ， 因 此 我 们 只 满足 
于 前 面 所 介绍 的 非 紧 完备 曲面 的 概念 . 


利用 上 而 给 出 的 准则 , 容易 验证 ， 定义 在 正方 形 一 过 <z< 
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六 ,一 <-y<< 了 上 的 Scherk 极 小 曲面 不 是 完备 的 . 参看 第 七 节 
中 的 例 4. Scherk 极 小 曲面 的 多 -因子 是 
fw) = ， 入 (TO = tw, 
其 忠 了 == twEC:|wl 过 11}, 考虑 曲线 
= QU» 


orz 一 | 2, 后 1 DO<s < ]， 


则 a 是 DD 内 的 发 散曲 线 ， 在 Scherk 曲面 上 对 应 曲 线 的 长 度 是 
im| 二 Ga 十 | 罕 at 


1 2(t1 十 二 ) 
= lim] ] 十 去 dt 0, 


所 以 这 瞩 Scherk 曲面 不 是 完备 的 . 事实 上 , 当 * 上 =*1 时 , 曲 


面 上 的 点 趋 于 | 子 ， 一 于 ,0) ,而 Scherk 曲面 在 这 里 是 能 够 通 


过 关于 直线 的 对 称 向 外 延 扩 的 ,第 七 节 中 给 出 的 例 1,， 2，3， 以 
及 延 拓 后 的 Seherk 极 小 曲面 都 是 完备 的 . 


“了 人 人， 


志 “Plateau 问题 


经 过 前 荐 各 节 的 讨论 ， 我 们 对 极 小 曲面 的 概念 和 性 质 ， 以 
及 极 小 曲面 的 典型 例子 各 图形 都 比较 熟悉 了 ， 在 本 节 ， 我 们 要 
回头 来 讨论 第 一 节 中 所 提出 的 Plateau 问题 ， 即 以 给 定 的 空间 
曲线 为 边界 的 面积 最 小 的 典 面 的 存在 性 . Plateau 通过 他 的 实验 
把 美丽 、 多 彩 的 肥皂 膜 展 现在 人 们 的 眼前 ， 但 是 要 用 数学 理论 
去 解释 Plateau 的 实验 结果 却 是 对 数学 家 的 严峻 挑战 . 在 
Plateau 之 前 , Lagrange 导出 了 极 小 曲面 方程 ,并 且 后 来 有 许多 
数学 家 发 现 了 极 小 曲面 的 一 些 例 子 ， 而 与 Plateau 阿 时 代 的 
Weiersttrass 给 出 了 极 小 曲面 方程 的 通 解 ， 并 且 后 来 的 Rie- 
mann ，H， 太 ，Schwarz 等 杰出 的 数学 家 研究 了 以 一 些 特殊 的 多 
边 形 为 进 界 的 极 小 曲面 的 存在 性 . 但 是 自从 19 世纪 中 叶 
Plateau 记录 下 他 对 肥 哇 膜 实 验 的 详细 观察 以 后 、 直 到 本 世纪 
30 年 之 前 的 七 十 多 年 间 ，Plateau 问题 没有 取得 突破 性 的 进展 . 
拖 其 原因 ， 一 是 对 Plateau 癌 题 本 身 需 要 有 一 个 恰当 的 数学 表 
述 , 二 是 需要 找到 解决 问题 的 适用 的 方法 . Plateau 问题 说 起 来 
简单 ,但 是 要 洗 清 问题 的 条 件 却 不 那么 容易 ，Plateau 问题 是 一 
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个 非 线性 侦 微 分 方程 的 边 情 问题 ， 但 是 当时 处 理 这 类 问题 的 手 
段 并 不 和 多， 解 锅 微分 方程 的 传统 方法 在 这 里 起 不 了 作用. 
Plateau 问题 的 第 一 个 真正 的 解 是 J.Douglas 和 工 .Rado 在 
1930 年 给 出 的 ， 龙 其 是 Douglas 的 工作 、 不 仅 给 了 我 们 关于 
Plateau 问题 的 一 个 确切 的 提 法 和 肯定 的 回答 ,市 月 提出 了 解决 
这 类 问题 的 一 种 新 方法 . 他 的 方法 经 过 许多 人 的 简化 和 改进 , 现 
在 已 发 展 成 所 谓 的 “ 变 分 直接 方法 *, 是 解 洪 一 大 类 偏 微 分 方程 
的 得 力 工具 . 

Peano 曾经 给 出 过 能 够 填 洲 一 个 正方 形 的 连续 曲线 的 例 
子 ， 所 记 我 们 不 能 够 仅 假 定 边 界 曲 线 是 R’ 中 的 一 条 连续 曲线 .. 
很 据 Douglas 一 Rado 的 解 , 我 们 假定 边界 曲线 是 一 条 Jordan 出 
线 , 即 它 是 从 平面 上 的 一 个 贺 周 映 到 天 中 的 同 肛 象 . 当然 ,Jor- 
dan 曲线 本 身 也 是 很 复杂 的 , 它 可 能 是 一 个 复杂 的 纽 结 . 以 后 我 
们 还 进一步 要 求 边界 曲 线 是 可 求 长 的 Jordan 曲线 , 

丸 外 ，, 我 们 注意 到 以 Jordan 曲线 为 边界 的 曲面 的 拓扑 类 型 
Hj 以 是 花 梯 瞪 多 的 ， 玉 .Fleming 给 出 过 一 个 很 能 说 明 问 题 的 例 
了 于， 他 的 铺子 中 的 基本 元 件 是 做 成 如 图 1.7 所 示 的 曲线 ， 把 一 
串 形 状 相 同 , 但 是 尺 才 逐次 缩小 成 > 倍 (r<1) 的 这 种 曲线 接 在 
一 起 ， 便 得 到 如 图 9.1 所 示 的 可 求 长 Jordan 曲线 了 
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对 于 图 1.7 所 示 的 曲线 ， 张 在 两 个 互相 平行 的 圆周 上 的 昌 
面 和 夹 在 另 一 对 平行 贺 周 之 间 的 柱 面 合 在 一 起 便 成 为 以 该 曲线 
为 边界 的 园 盘 型 曲面 . 但 是 夹 在 两 对 圆周 之 间 的 柱 面 合 在 一 起 
也 构成 以 该 曲线 为 边界 的 曲面 , 但 它 不 祖 是 单 连通 的 了 . 显然 ， 
后 一 个 曲面 的 面积 比 前 一 个 典 面 的 面积 小 《如 果 两 个 平行 的 贺 
周 充 分 接近 的 话 ). 按 这 种 方式 ,以 图 9.1 所 示 的 Jordan 曲线 为 
边界 的 曲面 育 无 窃 多 个 .如 果 不 限 定 所 求 曲 面 的 拓扑 类 型 ， 以 
给 定 曲 线 为 边界 的 面积 最 小 的 曲直 可 能 有 无 限 的 连通 庶 ， 

再 者 ， 所 育 以 给 定 曲 线 为 边界 的 曲面 不 只 是 指 曲 而 的 边界 
与 给 定 的 曲线 作为 点 集 是 一 致 的 ， 而 且 还 要 求 曲 面 的 参数 表示 
限制 在 定 久 域 的 边界 上 恰好 是 已 知 曲线 的 《 弱 ) 单调 参数 化 . 所 
谓 〈 弱 ) 单调 参数 化 的 意思 是 : 设 王 是 总 中 一 条 Jordan 曲线 ， 
C 是 一 个 圆周 ,5 : CC 了 是 一 个 连续 映射; 如果 对 每 一 点 pET， 
了 珠 象 (pp) 是 C 的 连通 子 集 ， 则 称 5 是 王 的 一 个 〈 增 ) 单调 
参数 化 . 

最 后 ,我 们 通 带 所 称 的 曲面 都 是 R 中 的 正则 曲 曾 , 也 就 是 
从 定 交 域 到 到 中 的 一 个 混入 映射， 这 样 从 Ri 诱导 在 曲面 上 的 
第 一 基本 形式 处 处 都 是 正定 的 , 但 是 在 解 Plateau 问题 时 , 这 是 
一 个 很 不 方便 的 限制 , 因此 在 研究 Plateau 问题 时 , 我 们 先 放弃 
曲面 的 正则 性 要 求 . 实际 上 , Douglas 的 解 并 没有 排除 奇异 点 存 
在 的 可 能 性 ,直到 1970 年 (前 后 差不多 相 陶 了 40 年 ),R. Osser- 
“man 才 证 明 Douglas 的 解 不 存在 奇异 点 ,因而 是 正则 的 {没有 分 
校 点 的 ) 极 小 曲面 . 

现在 ，Plateau 问题 可 以 手 述 如 下 :; 设 全 是 户 中 一 条 给 定 
的 Jordan 曲线. DD = {GER: 十 vw 款 1} 是 闭 单 位 图 
盘 ， 考 虑 张 在 和 上 的 圆 盘 型 曲面 类 ， 即 映射 类 

4r 一 {Wt DR, 是 分 片 C' 有 贞 射 ， 生 wa 是 研 的 

* 了 了 。 


‘ 弦 ) 单调 参数 化 | _ 《9. 1 1) 
面积 函数 A 是 定义 在 Xr 上 的 一 个 沱 国 


AACW) 二 | A Ww ldudvu, 


其 中 
Ayw|=~ | 
所 谓 的 Plateau 问题 就 是 问题 A : 求 映射 mw 所 和 r， 使 得 
AlP) = ar, 
其 中 
ar 一 bo (py). (9. 2) 


显然 , 只 有 当 ar< 过 oo 时 , 问题 A 才 是 有 意义 的 . 和 棵 证 ar 一 
0 的 一 个 充分 条 件 为 了 是 可 求 长 曲线 . 不 难 构造 Jordan 曲线 的 
例子 ， 司 得 ar 一 十 ce〈 和 参看 [15]，P，59)7 ， 所 以 ， 我 们 总 是 假 
定 曲 线 王 是 可 求 长 的 Jordan 曲线 . 

很 容易 想到 , 如 果 er<<co， 刚 在 全 r 中 存在 一 串 映 射 {wy} ， 
使 得 

lim A Cw,) 一 - rp， 
癌 题 在 于 这 一 串 上 映射 岂 能 香 收 效 到 其 个 映射 科 和， 使 得 
4(9) 一 lim4《(w)7 如 果 也 能 能 在 D 上 收 傅 到 gE Xr, 由 于 DD 
是 紧 绥 的 ， 利 用 泛 函 4 本 身 的 连续 性 ， 可 以 证 明 最 后 的 极限 式 
是 成 并 的 。 然 而， 一般 说 来 ， 映射 序列 {yw,} 是 不 能 够 在 五 上 
未 感 (或 几乎 处 处 ) 收 人 铺 的 ; 用 泛 函 分 析 的 术语 来 说 , 泛 函 4 在 
函数 类 Xr 内 是 缺乏 紧 性 的 . 事实 上 , 曲面 的 面积 在 容许 的 参数 
变换 下 是 不 变 的 .确切 一 点 说 ， 如 果 wETEr， 而 oo 是 到 自身 
的 一 个 可 徽 癌 有 是， 那么 只。 oa 仍然 属于 和"， 并 县 根据 重 积分 的 
变量 赫 换 法 则 有 
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AtW + 0) oA), 
至 于 以 也 的 边界 为 不 动 点 集 的 、DD 到 自生 的 可 微 同 肪 是 很 多 
的 ,由 此 可 见 曲 面 本 身 可 志 作 保持 边界 不 变 、 面积 不 变 的 变形 ， 
而 且 这 种 变形 是 相当 和 任意 的 , 因此 我 们 没有 理由 认为 { 业 } 会 在 
六 上 是 见 平 处 处 收敛 的 . 
一 个 有 效 的 办 法 是 把 关于 面积 总 函 的 问题 A 转换 成 等 价 
的 关于 Dirichlet 泛 函 的 何 题 . 这 是 和解 Plateau 问题 的 第 一 步 , 为 
此 ,我们 首先 注意 到 对 于 站 中 的 任意 两 个 同 量 a, &, 有 下 面 的 
切 等 不 等 式 : 
IaAb|l ?=|al Bl (a* b)’ 
la|:|b|’ 
< (lal?+ Ib), 
而 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 |al:=151:, 有 是 a + 二 0. 将 这 个 不 等 式 
用 于 面积 证 男 ， 我 们 有 
A 一 | ly A wldudv 


5| yl + yl dudo. C9, 3) 
前 
pp) = | yl + ll dudo, (9.4) 
称 为 映射 岁 的 Dirichlet 积分 ， 因此 (9. 3) 式 成 为 
A(W) 二 二 PKW)， C9. 5) 
而 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 在 DP 上 几乎 人 处 钼 有 
= 有 且 0. (9. 6) 


上 上 述 条 件 意 昧 着 映射 网 : P-> 天 在 正则 点 处 是 共 形 号 射 ， 即 当 
[1 >0 时 ， 映射 yw 在 DP 上 话 导 出 一 个 闪 形 度量 
啤 0s 吕 


ds = Nn 十 co)， 
其 中 由 二 | |= |， 所 以 (wx,， wv) 是 对 应 的 曲面 上 (除去 非 
正则 点 外 ) 的 等 温 参数 ， 我 们 把 满足 条 件 〈9. 6) 的 映射 称 为 到 
共 形 映射 . 
奎 帘 
dr = inf PDC), (9.7) 
则 由 《9. 3) 起 得 到 
ar sdr. C09. 8) 
男 一 方面 我 们 能 名 证 明 :; 对 于 任意 的 EERr， 及 # 汪 0， 必 存在 
的 重新 参数 化 WEXXr， 司 得 
DD SAD +e = AY 十 e C9. 9) 
为 此 ， 对 于 >* 闻 0， 考 虑 映射 
sD) = WET TH TD). 
朋 然 缆 是 从 品 到 新 的 上 映射, 当 r 关 0 时 ,不 属于 映射 奖 大 ir. 
但 是 我 们 同样 能 计算 映射 yy 的 面积 AW) ,并 且 ACW) 连续 地 
依 塘 x， 实际 上 
ACy) = | ly) A Gp) ldudo 


= | vig A w+ ry b+ pl) + ridudo, 


所 以 对 于 任意 给 定 的 e 汪 0， 有 50， 当 7 过 8 时 有 
[AC CO— A | < 
根据 第 八 节 中 叙述 的 Koebe 一 致 化 定理 , 以 及 曲面 上 等 温 参 数 
系 的 局 部 存在 性 ; 必定 可 以 将 y 重新 参数 化 得 到 映射 类 : DD 一 
KR" ， 它 是 购 共 形 上 映射 映射 杂 可 以 表示 为 
WT YY 一 (Cr yy TauCr yy ror, y)), 
= TO0P* 


其 中 
wzyy) = pur y) vr y)) 
只 是 多 的 重新 参数 化 ， 因 而 YE Xr， 由 此 得 到 
DD DE) = 24) = 2ACF) 
2ACD 十 2e 


一 2A(W) 十 2e¢. 
于 是 我 们 得 到 相反 的 不 等 式 
ar> odr. (9. 10) 
联合 <9, 8) 式 ， 则 得 
ar 一 半 dr (9. 11» 


现在 , Plateau 向 题 ( 即 问题 A) 归结 为 问题 D : 求 多 EXr， 
使 得 
Dp) = dr., 
实 慰 上 上、 如果 找到 pEXr， 使 得 Dig) =dr， 则 我 们 有 
Ar SA) DY) 一 地 dr 一 ar, 
因此 
AtY) 一 3D(W) = ar， 


并 且 9 : 站 -及 是 殖 共 形 上 映射. 这 样 ，? 是 问题 A 的 解 . 

诬 该 指出 的 是 ,水 本 D 在 映射 类 Xr 内 仍然 是 缺 子 紧 性 的 ， 
原因 是 Pirichlet 积分 玉 (9) 在 定义 域 忆 到 自身 的 共 形 变换 下 是 
不 变 的 ， 具 体 一 点 说 ,如果 WEr， ga: DDD 是 共 形 变 措 ， 出 
ww。oEXr， 并 且 Dw: 0) = 二 Dop), 事实 上 ， 若 记 

TE NP) = Cu) we, ), 
¢ 是 共 形 变换 是 指 #(e, 7， v5 ,满足 Cauchy 一 Riemann 方 
程 ， 
* JOFs 


do _ We__% 
A :者 
这 样 ， 
3 _ 地 册 
:3 ha 和 区 
HV DD _ Ya WN 
a de 对 mo 
所 以 
[owe ol + IOw o),|’ 
， , CE 2 de 1] 
一 《| 同上 十 | 上 | 区 +|( 儿 | ] 
2 , Mu v0) 
= 《| 二 | 二 1) NE) ， 
故 有 


Diw* oo) 一 | ev ”03 十 (we 0) | Vatarn 


一 | (| 用 上 十 [wl drdv = Dw. 
st EY 


然而 局 到 自身 的 共 形 变 搁 构成 的 群 比 DD 到 自身 的 可 微 司 胚 群 
要 小 得 多 ,DD 到 自身 的 共 形 变换 恰好 是 如 下 的 分 式 线性 变换 


_ 。vwre 2 一 名 
gt 一 1—are" (09. 12) 


其 中 8€ Rlal<1, t=#4 V1y, w=u viv, 

它们 构成 Mobius 群 G， 此 外 ,对 于 单位 阅 3D 上 顺 向 排列 的 性 
意 三 点 Qi QQ, Q;, 存在 唯一 的 一 个 元 素 gEG, 使 得 它 在 DD 上 
的 作用 把 Q,，Q;，Q, 依次 映 到 已 ;一 。 全 0-bp，j 二 ]，2，3. 
因此 ， 对 于 Dirichlet 积分 的 极 小 化 序列 需要 进行 规范 化 ， 从 而 
才能 选 出 一 个 收敛 的 子 序 列 ， 为 此 ， 着 要 下 面 两 个 事实 ， 

1” 设 5!1 有一 全 是 一 个 连续 映射 ， 傅 
二 1 D> 局 ，y 是 分 片 C 映射 ， 日 wlio 一 561， (C9. 13) 
则 存在 8€E 义 ,， 使 得 9 在 也 的 内 部 是 调和 函数 ， 而 是 当 
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ds = In{ DOW) < oo (9, 14) 
生计 古人 


时 ， 满 足 五 (p) 三 十， 这 个 事实 通常 称 为 Dirichlet 原理 . 
2” 在 二 上 顺 阿 取 定 三 点 1/， 包 ;:， 包 ;3， 并 设 
P,=e Td, j=]; 2， 3 
是 3 纺 上 三 点 ; 设 M2>dr， 傅 
AFN = {EE Rr Wp) = Qi j= 1,2,3;,8H Dow) SS MI. 
则 对 于 任意 给 定 的 o>>0, 存在 5 >0, 使 得 只 要 weEX*。; 且 wi， 
wD， |zw, 一 w; | 过 6， 就 有 
[We 一 Wm) | < € 
换 诗 之， 属于 XX. 的 映射 在 3D 上 是 等 度 一 致 连续 的 ， 
第 2 个 事实 是 利用 积分 中 值 定理 进行 估计 的 结果 ， 在 这 里 
就 不 叙述 它 的 证 明了 ,读者 可 以 参看 [15]，P. 65， 第 一 个 事实 
是 调和 呵 数 的 Poisson 积分 公式 的 推论 . 如 果 w : D 一 R! 是 定义 
在 单位 图 盘 D 上 的 连续 明 数 ， 且 在 局 的 内 部 是 调和 函数 ， 则 
Poisson 公式 把 x 在 D 吃 的 内 点 的 值 表示 成 ww 在 边界 3D 上 的 时 
的 积分 : 
1 fir 1 一 |z| 


于 《站 站 2 元 | fe 1 一 


其 中 |z|<<1. 反 过 来 , 如 果 给 定 了 连续 映射 5 : 3D 一 RR, 则 根据 
Schwarz 定理 (会 看 [24j，P. 169)， 由 
9(z) = 2 A be ae 
给 出 的 消 数 在 D 的 内 部 是 调和 的 , 并且 当 z 一 x6E€ 9D 时, p(x) 
一 Rn) 因此 PEA,. 此 外 ， 对 于 任 党 的 生计， 十 £5= 二 ww 一 98， 
则 通过 直接 计算 得 到 

Dw = Dp) + DD 十 ?| [要 +* 2 十 各 = | dudv. 


He Tie) do, 9. 15) 


下 站 


由 于 缚 加 二 0， 并 且 ?是 调和 育 数 ， 利 用 Green 公式 得 到 
落 各 |， 东 部 
| “Th Pe) dudy 


= | [|-—{#:Bjadr +t {fjado]— | spdudo 


Do = Dp + DO SF Dep). 
当 ds 之 cc 时 ， 上 式 意 味 着 
Dy) = ds. 
现在 我 们 可 以 求解 问题 P 了 . 在 Jordan 曲线 忆 上 硕 疝 取 
定 三 个 点 恕 ,和 ,外 : , 邮 时 在 了 肥 上 岩 向 取 定 三 个 点 Pi，, Pj, P;， 
如 前 所 述 . 设 {) 是 映射 类 下 r 中 使 Dirichlet 积分 极 小 北 的 序 
列 , 对 于 每 一 个 映射 岂 , 必 有 在 DD 内 调和 的 函数 p. : DR’, 使 
得 gw 一 小 1w， 并 且 DCP 三 D (ty) 根据 Dirichlet 原理 ). 
由 于 wlw 古 荆 的 导 调 参数 化 ， 故 有 人 (j 二 1,， 2，3) 和 3,， 使 
得 
i) = PP,, j= 1,2;3. 
同时 有 唯一 的 分 式 线 性 变换 EC， 使 得 
FA = Wn 7= 1,2,3. 
命 9 一 和 。o ,由 于 Dirichlet 积分 在 共 形 变换 下 的 不 变性 , 故 有 
Dg.) = Dp.), 
因而 limD (9.) -一 drs 
且 $0Q) = Pl, j= 1,2,4. 
由 前 面 所 提 到 的 事实 2, { 包 |z 是 等 度 、 一 致 连续 的 ,根据 Pois- 
son 公式 
事 .(z)》 一 二 | ! -二 [一 (e ?go0, 
性 必 


了 了 从 


zl< 1， 可 知 序 列 {名} 站 任意 一 个 包 合 在 DD 内 部 的 紧 纹 子 集 
土 是 一 改 收 全 的 , 设 和 极限 为 9 : DR, 而 县 8 在 局 的 内 部 是 调 
和 的， ww 是 ,101 的 极限 故 EXr， 显 然 ， 我 们 有 
DP) = limD®.) = dr. 
所 以 9 是 问题 记 的 解 ， 也 蚌 问 题 A 的 解 . 
我 们 把 Douglas 给 出 的 Plateau 辐 题 的 解 叙 述 如 下 : 设 工 
是 R* 中 一 条 Jordan 曲线 ， 并且 sr 一 ji ACW) <<oo， 则 存在 定 


义 在 单位 圆 僵 了 上 的 连续 映射 p : D 一 Ri ， 满 足以 下 条 件 : 


《1) Pw 把 3D ( 缆 〉 单调 地 怠 到 岩 线 和 上 | 
(2) 多 企 五 的 内 部 是 调和 国 数 ， 而 且 是 匈 共 形 映射 ; 
(3) 六 《各 ) =ar. 


由 于 本 可 以 是 非常 复杂 的 纽 结 ， 所 以 Douglas 所 给 出 的 姑 
果 是 十 分 惊人 的 . 在 Douglas 的 工作 发 表 之 后 , 极 小 曲面 入 究 进 
入 到 一 个 新 的 时 期 ，Plateau 问题 成 为 这 个 阶段 的 一 个 中 心 课 
题 ， 但 是 ，Douglas 的 解 的 正则 性 是 遗留 问题 之 一， 直到 1970 
年 , RDsserman 通过 仔细 地 研究 天 中 极 小 曲面 的 分 村 点 的 一 
般 性 状 ， 最 后 证 明了 Douglas 的 解 在 品 的 内 部 是 正则 和 的 , 不 会 
出 现 分 校 护 ， 关 于 正则 性 的 讨论 ， 读 者 可 以 参看 [15],， [161. 

当 卫 是 多 条 Jordan 曲线 的 情形 ，Douglas 兽 经 给 出 过 下 面 
时 结果 如果 让, T; 是 R* 中 两 条 Jordan 曲线 , 而 且 T 门 T= 
请， 如 果 以 古 = 了 UT; 为 边界 的 一 个 环 状 曲面 的 面积 小 于 分 别 
张 在 二 上 的 圆 盘 型 极 小 曲面 的 面积 之 和 ， 则 必 存 在 以 荆 为 
过 漠 的 环 状 极 小 曲面 .这 里 所 谓 的 环 状 曲 面 是 指 平 面 上 的 二 环 
到 R? 中 的 连续 映射 的 象 . 

Plateau 问题 至 今 仍 然 是 极 小 曲面 研究 的 一 个 重要 课题 , 关 

了 


于 Plateau 问题 的 研究 , 带动 了 数学 的 许多 分 支 的 发 展 , 特别 是 
恋 分 学 以 及 偏 微分 方程 的 现代 方法 : 它 也 促使 许多 数学 的 新 概 
念 和 新 方法 的 产生 和 和 发展， 特别 是 几何 测度 论 度 运 而 生 ， 天 于 
这 方面 的 介绍 可 看 Almgren 的 小 册子 [1] 和 Federer 的 [上 3], 
随 着 变 分 直接 方法 在 解 偏 微分 方程 时 的 成 功 运 用 ， 上 临界 点 理论 
也 已 经 广泛 地 用 于 解 非 线 性 届 微 分 方程 ， 这 种 方法 能 够 处 理 非 
极 小 化 的 解 ， 国 而 使 极 小 曲面 方程 的 多 惠 解 的 研究 比较 话 牙 地 
展开 了 ， 关 于 这 方面 的 情况 可 看 上 21 |. 
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十 ， 极 小 曲面 的 Bernstein 定理 


在 第 二 节 中 我 们 已 经 导出 函数 = 一 p (zx，y) 的 图 象 是 极 小 
曲面 时 应该 满足 的 方程 ， 

《1 十 PP 2 二 (1 十 六) = 0， (10, 二) 
这 是 非 线性 二 阶 坊 微分 方程 .在 1915 年 S$S., Bernstein 证 明了 : 方 
程 〈10. 1》 在 全 平面 ( (x，Yy) 入 是 上 的 解 只 有 一 次 多 项 式 
Pp 二 az 十 by 十 c， 其 中 a ,上 5, c 为 弟 数 .这 是 关于 非 线 性 偏 微 分 方 
程 的 一 个 十 分 深刻 的 整体 性 结果 , 称 为 极 小 曲面 的 Bernstein 定 
理 ， 

由 于 Bernstein 定理 的 重要 性 和 深刻 性 , 它 一 直 在 吸引 着 许 
多 数学 家 的 注意 力 ， 因 此 产生 了 许多 关于 它 的 证 法 和 各 种 各 样 
的 推广 , 我 们 在 这 里 叙述 的 是 Nitsche 所 给 出 的 一 个 证 明 , 所 用 
的 概念 和 工具 比较 少 ， 是 比较 初等 的 一 个 证 明 . 他 把 Bernstein 


定理 归结 为 下 面 的 J6rgens 定理 : 若 函 数 z 二 g(r，y) 是 方程 


dp op 
a aray| ) 


Bray Byi 
* 113。 


Fp 
在 全 平面 { (x，3x) ER 上 的 解 ， 则 xz，y) 必 是 zx， 的 
二 次 多 项 式 ， 

先 假定 Jargens 定理 是 成 立 的 ， 设 曲面 z= 二 gkx，y) 在 全 平 
面 i (rz，2) 万 R?} 上 满足 极 小 曲面 方程 (10. 17， 由 第 二 节 最 
后 的 讨论 可 知 存在 定义 在 Re 上 的 连续 可 微 函数 S(x,y)， 


tr, ») 满 足 方程 
3 __ 1 十 - 和 3 机 C10. 3 
Mr IFT iFi 
ar pa Bf 1+gq: 


x ITpT" a iF 
-好 多 dA _ 
其 中 P33? By 南 于 纹 一 区 ， 根据 Green 公式 (2. 11)7 可 
若 在 单 连 通 区 域 民 上 存在 负数 ytx,y) 满 足 


=5, $=T, 10, 4) 
于 是 (0. 3) 式 成 为 
3 /FFT Wy IT : 


8- 8 加 
ogy vv 下 下 十 5 
所 以 函数 %(zyy) 在 全 平面 {Kzy) 全 RR} 上 满足 方程 


Fy Fy 
Bar Arady 加 
9 Fp| 
ray Ay: 
且 3%>0， 由 Jorgens 定理 得 到 是 二 次 多 项 式 , 故 2 罗 ,2 


了 dray’ 
5 均 为 常数 ， 分 别 设 为 a, 5，c， 从 (10.5) 式 得 到 
= li4i* 


V1 干 素 十 开 一 一 一 二 一 一 一 <， 
v1l+p ta 
2 
VITP TT Oe, 
D9 v1l+p 十 了 


因此 
( ViTP Ta —a)( Vitp Tig —e) = 
故 VI 干 P5 二 9 为 常数 . 再 结合 前 面 两 式 得 到 pp 一 攻 ,9 一 各 为 党 
数 ， 故 HX，w)》 为 工 的 一 次 名 项 式 ， : 
至 于 J5rgens 定理 给 出 的 是 一 类 特殊 的 Monge 一 Ampere 
方程 的 整体 解 , 它 的 证 明 受 到 第 六 节 中 所 作 的 变换 《6. 12 的 尼 
示 . 
设 函 数 x 一 g(x，») 在 全 平面 RR 上 满足 方程 10.1), 命 p 


pp ps 
=- 导 ， = 于 ， r= := 4 一 和 出 


A—s=],， 和 十 rr>0. 
固定 Cro， yo)，t(zTI 41) 七 RE， 考 碟 函数 
ht) = gro TR To sy Th ~ 0)), 
则 
hr) 一 《Fi 一 Xp CO Yo)gs 
rT) = CTO— ro) 二 7 To yO— p05 Cy Yo) 0, 
其 中 户 ,， g，ry sy 都 在 点 (ro 十 Tri 一 Troyyo 十 Fr 一 30)) 
外 求 值 ,不 等 式 是 由 于 判别 式 上 一 攻 == 一 1 过 0. 因 此 ,f(r) 是 
单调 书 增 的 ， 特 别 是 有 
RC 完 (0), 
民有 
《Fi 一 了 0 办 | 一 po? 十 《后 一 加 六 和 一 各) 0 (10.6) 
其 中 p=plzis ys 9 二 q(x %), i=0,，1. 
* jls» 


考虑 变换 〈 称 为 Lewy 变换 ， 类 假 于 (6. 1)) 
T+: RR’, 
{XYy) = priY) 
by 一 yor Y)， 
则 不 等 式 (190. 6) 意味 着 
(Si CC— et 十 (WD 一 Yo) CT 0) 二 (CY 一 y0)， 
故 开 是 蚜 上 上 距离 增 大 的 变换 , 因而 了 用 是 单一 的 映射 ， 另 外， 
T 的 Jacobi 行列 式 是 


《1 人 0 7) 


E 
or dy 加 1 十 和 s | , 
和 和 =| ， | 4 一 十 > 十 上 十 地 一 5 
Ar dy 

一 2 十 r 十 二 2 


故 工 是 浸入 ， 像 集 了 (天 ) 是 形 的 开 子 集 . 但 是 ,了 (2) 也 是 丈 ? 
的 财 子 集 ., 因 为 若 设 了 (ri 一 《To 区 1T 人 z ,yy)} 是 RR 中 
的 Cauchy 点 列 ; 由 于 工 是 呀 离 增加 的 , 故 {Cz,3)} 仍 是 民 中 的 
Cauchy 点 列 ,根据 R 的 完备 性 ,zy 入 ) 一 ( 训 , 和 %) EE R:, 因 此 
(Toy3yo) = (To N00) TCRD., 由 此 可 网 了 (有 一 RI, 丁 是 民 R: 
到 和 它 上 自身 的 可 微 同 有 眶 . 我 们 用 了 -表示 了 的 道 变换 , 则 它 的 Ja- 
cobi 起 阵 恰好 是 工 的 Jacobi 矩阵 的 遂 ; 


a 站 |] [ 关 关 |- 
下 打 ar 3 
一 (10. 8) 
za 儿 中 氏 
六 加 dr dy 
| li 一 3 
2 二 r 十 上 ss: 1 二 


现在 把 工 y、 户 ，9 通过 道 变 换 了 ”1 看 作 二 、7 的 国 烤 ， 合 
FE = (rT Yl) (pp v— 19), 
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“一 二 十 一 1%, 《10.9) 


那么 
HTP) ri Ry 
关 2 二 r 二 tt 天 2 十 rr 十 天 
dX pp) _ C2 A— yg) 一 上 十 | 
A “2 十 + 二 rt | 2 十 ”十 二 


有 以 人 auchy 一 有 Riemann 方程 成 了 站 : 
ax 一 四 AIFD Brz 一 科 .Ay+g) 
蓄 a bE a 花 和 
(C10. 10) 
故 FF(E) = 二 FC(E,7) 是 芋 的 全 纯 函 数 . 此外， 
F' (ty) 一 + VE 人 


_ (r+ 站 +2v— ls 
2 十 ri 十 | 


1 一 IFOOD -> 0， (10. 11) 


于 是 F' (4) 是 在 全 平面 C 上 有 界 的 全 纯 函 数 , 根 据 Liouville 年 
理 , 记 (6) = 二 const， 由 此 得 到 x、s、: 均 为 常数 , gx,y) 为， 
的 二 次 多 项 式 ， 证 毕 . 

Bernstein 定理 基 非 线性 偏 徽 分 方程 的 大 范围 解 的 一 个 唯 
一 性 定理 . 要 从 几何 上 推广 Bernstein 定理 , 必须 弄 清 楚 条 件 的 
几何 坊 疼 . 首先 , 我 们 注意 到 定义 在 整个 平面 站 上 的 消 数 图 象 
是 一 个 完备 曲面 , 实际 上 ,和 若 o(f) 二 (x0,y(0)),t 写 [0,1) 是 
到 中 的 一 条 发 散曲 线 , 则 limz( 十 y(t) 一 十 co， 在 天 数 > 一 
PF Cz， yy) 的 图 象 上 对 应 的 曲线 为 

Pet) Oo CT YA OTTO YD ,tt EE [0,1), 
其 长 度 为 lim YY。 其 中 

»* lil7* 


fi) 一 | VI Yy ry NP) dat 
> | vr ya = ta) 


> VEC 一 0 TO 一 (07 和 co， 
因此 在 该 函数 图 象 上 和 任意 一 条 发 散曲 线 的 长 度 是 无 限 的 ， 即 它 
是 完备 曲面 ， 自 然 ， 它 也 是 一 个 单 连 通 的 曲面 此外， 根据 第 
四 节 中 的 计算 ， 它 的 单位 法 向 量 场 是 


1 

-| 气 T 十 贤 十 凶 | 

‘我 们 将 第 四 节 中 给 出 的 单位 法 向 量 改 变 了 指向 ,使 它 指向 下 》， 

因此 靖 与 轴 夹 角 余 芝 为 一 一 0。 在 曲面 上 引进 等 
YY 1 十 到 十 内 


温 参 数 系 , 使 得 该 曲面 是 从 区 域 DCC 到 Ri 中 的 共 形 映射 ， 设 
对 应 的 W- 因 子 是 A，g ， 则 由 第 六 节 欧 讨论 可 敌 
2Reg 21Imeg , pi 
igl:+1 lgel:+1” 十 1 
对 照 g 的 两 个 表达 式 得 到 
lg|<=1,， C10. 12) 

即 g 是 定义 在 区 域 DP 上 的 有 界 全 纯 函 数 ， 

根据 Koebe 一 致 化 定理 ,， 区域 或 者 共 形 等 价 于 C, 或 者 
共 形 等 价 于 单位 圆 盘 {fwEC : lwi< 之 1}. 然而 , 著名 的 Liouville 
定 奸 说: 在 全 平面 上 定义 的 有 界 全 纯 范 数 必 为 常数 . 因此 ， 如 如 
果 我 们 能 够 证 明 DD 不 能 共 形 等 价 于 单位 圆 盘 , 则 g 必定 是 常 什 
尔 数 ， 即 单位 法 向 量 w# 是 常 向量 ,， 这 就 证 明了 Bernstein 定理 . 

事实 上 , R. Osserman 在 1959 年 基于 这 种 思路 证 明了 一 个 
比 Bernstein 定理 更 强 的 结果 , 它 最 早 是 作为 Nirenberg 猜想 般 
述 的 《〈 称 为 Nirenberg 一 Dsserman 定理 ) 如 果 ， 症 中 一 个 完备 
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棚 小 曲面 的 Gauss 映射 不 取 单 位 球面 二 人 点 的 一 个 邻 域内 的 
值 , 则 它 必 为 平面 , 换 育 之 ， 如 采 邓 是 灵 中 非 平 面 的 完备 极 小 
曲面 、 则 它 在 Gauss 映射 下 的 象 在 单位 球面 上 是 处 处 稍 密 的 ， 

O 〇 sserman 的 证 明 如 下 :不 妨 假 定 曲面 M 是 单 连通 的 ;要 不 
然 ， 可 以 考虑 邮 的 万 有 覆盖 曲面 租 ， 从 而 肯 是 局 中 的 单 连 通 
完备 极 小 曲面 〈 众 外 观 上 上 看， 我们 抑 到 的 仍然 是 曲面 好 ， 但 是 
在 看 作曲 面 好 时， 认为 M 是 若干 层 则 面 重 人 要 起 来 的 ， 因 此 六 
仿 是 极 小 曲面 , 而 且 是 完备 的 ), 且 它 在 Gauss 映射 下 的 象 与 邮 
是 一 致 的 (但 要 重复 若干 次 ). 适当 地 取 到 中 的 笛 卡 儿 坐 标 系 ， 
使 得 MM 的 Gauss 映射 不 取 球 面 上 北极 点 的 一 个 分 域内 的 慎 . 据 
第 八 节 所 述 ，M 共 形 等 价 于 C 内 的 单 连 遂 区 域 D，g 是 定义 在 
六 上 的 有 界 全 纯 画 数 . 我 们 只 要 证 明 DD 不 能 共 形 等 价 于 单位 加 
盘 ， 

用 反 证 法 . 概 定 马 且 单位 图 盘 {weEC, |w| 二 1};,g 是 DD 
土 的 有 界 全 纯 函 数 ，jg | 二 8 过 十 co. 我 们 想 要 从 这 些 拒 设 导出 
一 个 政 盾 . 

根据 极 小 曲面 的 Weierstrass 表示 公式 “ 见 第 六 节 》， 由 于 
8 没有 极点 ， 所 以 也 没有 和 零点， 定义 DD 上 的 全 绰 疝 数 

w= F=f lt < C10. 13) 
则 w0) =0, Ft) = /f(t) A 0. 
所 以 下 人) 在 w 二 0 的 令 域 内 有 定义 好 的 全 纯 的 反 昭 数 
C=) GV) = 0. 
那么 Gtrw) 在 w= 二 0 的 器 级 数 的 收 钱 半径 尺 是 有 限 的 ;车 不 然 ， 
GCw) 便 成 为 在 全 平面 上 的 全 纯 函 数 , 而 且 GCw) 是 
w= Ft) ,| < 天 1 
的 反 函 数 ,1GGw)| 过 1, 上 故 避 是 常数 Liouville 定理 7?， 这 是 不 
* jidr" 


可 能 的 . 因此 ， 存 在 一 后 wn， 
rw | 二 妨 ， 
使 得 函数 Giw) 不 能 解析 开拓 到 的 邻 域 上 去 . 假定 区 机 ,0 在 
t<<1 是 连结 0 和 zwo 的 半 开 直线 般 ， 
aot) = Co S(t), 
于 是 z(t) 是 吕 内 的 一 条 发 散曲 线 . 实际 上 ,如 果 
lima tz) 一 66 ED, 
于 是 limz oft) = FCO) 一 lind(z) 一 roe， 
旧 Fe) 一 
所 以 下 给 出 了 从 名 的 一 个 分 域 到 zw 的 一 个 邻 域 的 全 纯 同 
肛 , 蕊 的 道上 映射 是 定 广 在 xe 的 邻 域 内 的 全 纯 育 数 , 并 且 在 趋向 
于 me 的 点 列 上 和 它 与 妃 的 值 是 一 至 的 , 国 此 它 必 定 是 如 在 rn 的 
邻 域 内 的 解析 开 抬 ， 与 假设 下 盾 ， 
现在 ， 我 们 很 容易 估计 发 散曲 线 atG) 的 长 度 : 
L=| If eo + le ol le Gy 
<1ts 
一 | so) |o (5) |dt 


1 
| ° gf) |) No' (et) | dr 


| = | la wld mR 
于 是 , 这 与 好 是 完备 曲面 的 假定 是 牙 盾 的 , 因此 ，M 只 能 共 形 
”等 价 于 C, 而 8 是 CE 上 的 有 界 全 纯 通 数 ,， 故 8 为 常数 ,有 即 1 为 
平面 . 

在 复 分 析 中 还 有 一 个 著名 的 Picard 定理 , 它 说 :在 全 平面 上 
定义 的 全 纯 离 数 如 果 歌 不 到 两 个 有 限 复数 的 值 , 则 它 必 为 常数 . 


这 是 比 Liouvilte 定理 强 得 多 的 一 个 极为 深刻 的 定理 . 按 这 种 思 
* J20* 


路 ，Nirenberg 曾经 提出 过 关于 完备 极 小 曲面 的 Gauss 映射 的 
值 分 布 的 第 二 个 狂想 ;车 Ri 中 一 个 完备 极 小 曲面 的 Gauss 映射 
不 取 单 位 球面 上 三 个 点 的 值 ， 则 它 必 为 平面 . 

遗憾 的 是 ， 这 个 和 猜想 媳 不 成 立 的 ， 事 实 上 ， 第 七 节 中 所 描 
述 的 完备 的 Scherk 极 小 曲面 的 Gauss 映射 g 就 不 取 下 面 四 个 
值 : 1， 一 1，v 一 1， 一 v 一 1. 一 般 地 ， 任 意 指定 单位 球面 上 
的 点 个 点 ,上 委 4， 则 在 形 中 必 有 一 个 完备 极 小 曲面 , 使 得 它 的 
Gauss 上 映 喘 不 取 这 此 个 护 的 值 ， 实际 上 , 设 这 点 个 感 是 co， wi， 


Ti 则 命 z 
D=O\ 4 9 i Tt {10. 14) 
Fr 一 一 上 ， p(w) = w, 
lw -一 家 
我 们 便 得 到 所 要 的 极 小 曲面 . 应 该 注意 的 是 ,当天 35 时 ,上 
面 所 构 间 的 极 小 曲面 不 是 完备 的 ， 


星 然 如 此 ，Nirenberg 的 第 二 个 猜想 有 力 地 推动 着 极 小 曲 
面 基 于 Bernstein 问题 的 研究 , 因为 Nirenberg 的 猜想 提出 了 一 
个 富 有 挑战 性 的 问题 ， 对 于 Ri 中 一 个 非 平面 的 完备 极 小 曲面 ， 
它 的 Gauss 映射 所 取 个 到 的 值 至 多 有 志 个 ? 从 Osserman 证 明 
吓 前 面 的 定理 算 起 ， 差 不 儿 经 过 十 五 年 ， 这 个 问题 才 有 了 突破 
性 的 进展 . 在 1978 年 , 巴西 数学 家 下 .Xavier 证 明了 , 在 天 中 
非 平 面 的 完备 极 小 曲面 的 Gauss 映射 所 取 不 到 的 值 不 会 多 于 6 
个 ,据说 , Xavier 原来 只 证 明了 这 种 曲面 的 Causs 映射 不 取 的 
值 不 会 区 于 10 个 , 后 来 E., Bombieri 而 审 稿 中 发 现 Xavier 的 结 
果 可 改进 到 不 会 多 于 6 个 , Xavier 的 工作 发 表 在 1981 年 , 参看 
1L22]). 这 个 出 色 的 结果 与 已 有 的 例子 还 有 差距 , 因此 有 不 少数 
学 家 在 攻克 这 个 难题 最后, 在 1987 年 , 日 本 数学 家 

* zil* 


H, Eujimoto 终于 获得 了 最 佳 结果 ，R* 中 非 平面 的 完备 概 小 曲 
而 的 Gauss 映射 取 不 到 的 什 至 多 是 4 下， 令 人 吃惊 的 是 ，Fuji- 
moto 定理 的 证 肯 实 际 上 是 前 面 的 Nirenberg 一 Osserman 定理 
的 证 明 的 改进 .基本 的 思路 是 一 样 的 ， 然 而 两 个 定理 前 后 已 相 
隔 二 十 年 了 . 

下 面 我 们 简要 地 叙述 Fujimote 定理 的 证 明 ， 假 定 MM 是 户 
中 的 单 连 通 完 备 极 小 曲面 ， 它 的 Gauss 映射 不 取 单 位 球面 上 五 
个 点 的 值 ,和 症 适 当 的 球 概 投影 下 ; 设 这 五 个 例外 点 是 40 二 oo,al， 
az， 03， W414 如 果 MY 共 形 等 价 于 C, 而 g 不 取 慎 2， 所 以 gg 是 作 
上 的 全 纯 函 数 , 且 g 又 下 取 aa ，a 等 值 . 根据 Picard 定理 ， 
8 为 带 数 , 因而 1 好 是 平面 , 与 假设 于 盾 . 如果 时 共 形 等 价 于 单 
位 圆 盘 DD， 我 们 同样 融 导 出 一 个 六 盾 . z 

设 A=C\ fais azr easy 04}， 则 妨 的 方 有 覆盖 曲面 必 是 圆 盘 ， 
记 作 4. 设 部 上 的 Poincare 度量 在 A 上 诱导 的 双 曲 度量 为 ds’ 
一 (zz) jdzl:， 对 于 4 (zx) 当 = 趋 于 边界 点 ce，ar …，a 时 
的 性 状 已 有 很 好 的 了 解 (这 方面 的 研究 属于 复 分 析 的 几何 理 
论 )， 已 知 对 于 0<<e<<1，0<<e < 了 本， 在 4 上 有 


壬 一 于 


Cl |z|:) 
az) TT [zx—a;|l' 
利用 这 个 估计 及 Schwarz 引 理 可 以 进一步 证 明 : 如 果 衣 (rw) 是 贺 
副 wl 过 RR 内 的 解析 呵 数 , 且 志 不 取 al;asyaayar 这 四 个 点 的 值 ， 
设 0<e<1,0<e << 工 , 则 有 


了 一 下 


1+ ht) pg, A (10. 16) 
TT cw) a R* — |wl 


pl 
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现在 已 假定 M 共 形 等 价 于 单 仓 图 盘 五 ,我 们 要 在 只 上 是 

义 一 个 全 纯 函 数 y, 使 得 (性 ) 关 0 ED, 从 而 与 Nirenberg 一 
Osserman 定理 的 证 明 相 仿 , 可 以 定妆 本 换 

tw 一 FEY = | yeas, 
则 F(t) 天 0， 
前 面 所 手 述 的 在 DD 内 寻找 发 散曲 线 ct 的 做 法 完全 可 以 撒 过 
来 ,区 出 在 于 函数 %7 是 待定 的 ;而 不 是 取现 成 的 函数 7(5), 目 
标 是 使 所 找 的 发 散曲 线 o(z) 的 长 度 有 限 ,得 到 一 个 有 悖 于 对 的 
完备 性 假定 的 矛盾 . 为 此 设 8 一 Gl(w) 是 w= 六 (E) 在 多 = 二 0 附 
近 的 到 函数 , 它 在 妈 王 0 的 等 级 数 收 租 半 径 为 叱 一 十 ee 并且 
GCrw) 在 zoof jz 一 玉 ) 处 不 能 作 解 析 开 拓 ， 则 我 们 设 z 是 连结 
0; wo 的 直线 段 . 因为 WW- 因子 f 没有 零点 , 于 是 可 设 = 了 + 9， 
这 样 f 二 GG。 了 的 长 度 为 

i= 1 fia + el) ld 


1 , 2 [dw | 
一 $y} a +t ig* 0)) Tg CcT 


命 二 一 &。G， 为 使 上 面 的 积分 是 收 敏 的 ， 只 要 取 pg， 使 得 
1 十 | 只 于 C 
Ip GOn) ~ OR lol pel. 


利用 前面 的 佑 计 式 可 知 ,9 的 一 种 取 法 是 
I? 十 | 站 (so |2Y A 
1 十 ACw) |? " | wp | | 2 ao 1 


[的 。 Ctrve) | [IT ihe) ai| 一 
jl 
全 户 == | 显然 3 <p<1 刚 
CE 3 昌 
二 
11 | 只 Ce __ 他 | 天 1 
ip* GWw)| = 


| 站 Cve) IF 
* Jj23* 


注意 到 
2 一 jz) 一 f(z) + pz) 
J (ee 一 a | 
一 flzys 一 一 "| 
因此 当 名 (rw) 天 0 时 ,可 取 


da 


mt 
dr] ” 


可 

[TT gtz) ~ a) 
(rz 一 【xz 过 ”一 一 一 一 (10. 18) 
A /CT (g' (zy) YT 


最 后 还 知 证 明 在 上 面 的 假设 下 ;在 DD 内 不 会 有 &8'(w) 二 0. 

至 此 , 最 早 以 极 小 曲面 唯一 性 定理 的 面 狐 出 现 的 Bernstein 
定理 已 经 发 展 成 完备 极 小 曲面 的 Gauss 映射 的 值 分 布 理论 . 在 
这 个 谋 题 方 面 还 有 不 少 难 题 行 解决 ， 例 妨 ，Osserman 证 了 明 : 其 
果 非 平面 的 完备 极 小 曲面 的 全 曲率 是 有 限 的 ， 则 它 的 Gauss 映 
斌 不 取 的 值 不 会 超过 三 个 然而， 我 们 所 知道 的 例子 (如 县 链 
面 》 的 Gauss 上 映射 的 例外 值 不 超过 两 个 .目前 还 没有 消除 这 两 
者 之 间 的 距离 . 

Bernstein 定理 还 有 许多 别 的 推广 . 关于 它 在 高 维 室 间 中 的 
推广 也 是 被 小 超 曲 面 理 论 中 解决 得 比较 彻底 的 一 部 分 ， 我 们 在 
这 里 怠 不 谈 它 了 .注意 到 作为 函数 图 象 的 极 小 曲面 总 是 稳 征 的 
《关于 稳定 极 小 曲面 的 概念 参看 第 五 节 )， 因 此 可 以 猜测 : 在 吃 
中 一 个 完备 的 稳定 极 小 曲面 是 否 一 定 是 平面 ? 这 个 猜测 在 1980 
年 被 我 国 数 学 家 束 家 中 及 巴西 数学 家 do Carmo 合作 证 实 了 . 
美国 数学 家 Fisher-Colbrie 及 及 ，Schoen 在 一 个 更 大 的 框架 内 
也 给 出 了 这 个 问题 的 答案 (参看 [4]，[101). 


“了 2。 


十 一 ”完备 嵌入 极 小 曲面 的 新 例子 


Ri 中 完备 极 小 曲面 的 拓扑 类 型 是 近年 来 极 小 曲面 研究 所 
关注 的 课题 . 在 本 节 我 们 简单 地 介绍 这 方面 的 有 关 结 茜 . 
对 于 KR 中 的 紧 缴 曲面 M， 我 们 有 著 和 名 的 Gauss-Bonnet 定 
理 ， 设 M4 是 局 中 的 紧 纹 曲面 ， 则 
| kx1n = onxCM), (11.1) 
其 中 天 是 闻 的 Gauss 曲率 ，*1lr 是 时 的 面积 元 素 ，XCadf) 是 
MM 的 Euler 示 性 数 . 当 骨 是 非 紧 缴 曲 面 的 情形 ,有 下 面 的 Cohn- 


Vossen 不 等 式 : 如 果 好 是 下 中 的 非 紧 完备 曲面 ， 并 且 它 的 全 
曲率 和 Euler 示 竹 数 都 是 有 限 的 ， 那 么 


| K # 1 < 2mX(Cat)， (11. 2) 
我 们 把 Euler 示人 性 数 XCM) 有 限 的 曲面 称 为 具有 有 限 拓 扑 型 的 


曲面 . 
帮 RR 中 极 小 曲面 Ni 的 Wererstrass 固 了 于 是 Firw) (TT 
< 六, 在 第 六 节 中 已 给 出 好 的 Gauss 砚 率 是 
= 


4 
和 一 TFT 
面积 元 素 为 
* ly = T+ lel’ ydudv, 
全 曲率 为 


四 218 | _ TY 
| kK*1n = [去 zp | daw. 
当 单 位 球面 在 以 北极 点 为 中 心 的 球 棚 投影 下 上 映 为 局 


{coo} 时， 单位 球面 上 的 黎 曼 度量 成 为 共 形 度量 
4 十 全 
(] + Ca + v2 
其 面积 元 票 为 


yy 2 
TFT tar 


由 此 可 见 , 积分 | K x lw 恰 好 是 区 域 在 映射 g 作用 下 的 象 
的 面积 的 负 值 ( 计 映 射 g 的 覆盖 重 数 )， 当 然 , 这 本 来 是 Gauss 
曲率 天 的 一 种 几何 意义 (参看 第 四 节 ), 这 里 只 是 再 次 肯定 了 这 
种 意义 而 已 . 

观察 第 七 节 中 所 给 出 的 极 小 曲面 的 经 典 例子 ， 不 难看 到 ， 

县 链 面 是 懂 入 在 R! 中 的 完备 曲面 ， 全 曲率 为 一 4r， 其 
Gauss 映射 覆盖 去 掉 南 、 北 极 的 单位 球面 恰好 一 次 ; 

正 螺 旋 面 是 嵌入 在 R! 中 的 单 连通 完备 曲面 ,其 Gauss 映射 
覆盖 去 掉 南 、 北 极 的 单位 球面 无 穷 多 次 ， 全 曲率 是 无 限 的 ; 

Enneper 极 小 曲面 是 浸入 在 RR 中 的 完备 极 小 曲面 , 其 
Gauss 映射 覆盖 去 掉 北 极 的 单位 球面 一 次， 故 它 的 全 曲率 为 
一 和 下 

定义 在 单位 圆 拓 万 上 上 的 Scherk 极 小 曲面 是 单 连通 的 媒人 
曲面 , 但 它 不 是 完备 的 ， 延 拓 以 后 的 完备 的 Scherk 极 小 曲面 有 

2。 


无 限 的 连通 度 ， 有 覆盖 了 去 掉 四 个 点 的 单位 球面 无 限 雪 次， 所 以 
它 的 全 曲率 是 无 限 的 ， 

Osserman 在 1964 年 给 出 了 开 中 全 曲率 有 限 的 完备 极 小 
曲面 拓扑 类 型 的 基本 定理 ， 它 是 研究 拓扑 型 有 限 的 极 小 曲面 的 
基础 ， 拖 述 为 : 如 果 邓 是 及 中 的 完备 极 小 曲面 , 并 且 它 有 有 限 
时 全 曲 认 ， 则 M4 共 形 等 价 于 除去 有 限 客 个 点 的 紧 级 黎 曙 曲面 
后、 好 

MM {pi, **…, pr}, 
而且 定义 在 M 上 的 Gauss 映射 ( 即 矿 - 因 闻 》g 可 以 延 扫 为 定义 
在 季 上 的 亚 纯 画 数 ， 此 外 ，ODsserman 还 证 明 ，M 的 全 曲率 满 
足 不 等 式 


| 天 # ly Arcl — pr) = 2A(XCM) 一 2r)，《(《11.3) 


其 中 pb 是 紧 级 黎 曙 曲面 好 的 亏 格 ( 参 看 [3j). 
注意 到 YCMD = XC 一 r+ 所 以 最 后 的 不 等 式 成 为 


| 天 xs lu < 2r(XCMH) — +), (11. 4) 


疝 (11. 4》 式 是 Cohn-Vossen 不 等 式 (11, 2)》 在 极 小 曲面 情形 
的 改进 . 

对 每 一 个 了， 1sJEr， 设 豆 是 租 土 以 疡 为 中 心 的 、 半 径 
充分 小 的 去 心 圆 盘 《 即 以 pi 为 中 心 的 圆 盘 去 掉 pj 自身 ) 在 中: 
中 的 象 ， 称 为 极 小 曲面 M 的 第 ) 个 末端 ， 根据 Osserman 的 结 
构 定 理 ， 紧 致 黎 曼 面 好 的 亏 格 p 以 及 邓 的 末端 的 个 数 > 是 决 
定 计 的 哲 扑 类 型 的 参数 , 通常 就 称 1 是 亏 格 为 p、 末端 个 数 为 
7 的 完备 极 小 曲面 , 用 这 个 术语 , 六 中 的 平面 就 是 亏 格 为 0、 未 
背 个 数 为 1 的 极 小 曲面 : 县 链 面 为 亏 格 是 0, 末端 个 数 为 2 的 极 
小 曲面 ; Enneper 极 小 曲面 的 亏 格 为 零 、 末 端 个 数 为 1, 但 是 这 

“了 7 。 


个 末端 本 身 不 是 在 RE 中 的 嵌入 《该 末 壮 有 上 自 交 现象 )， 

Jorge 和 Meeks 提出 一 种 描述 末端 的 洒 近 性 质 的 方法 : 设 
E 是 完备 极 小 曲面 邮 的 一 个 末端 , 用 天 中 以 原点 为 中 心 、 以 ， 
为 半径 的 球面 8 去 截 末端 五 . 当 ;充分 大 时 ,交集 5S:CG) 站 二 


是 一 条 封闭 曲线 . 然后 ,在 R* 中 以 二 为 相似 系数 的 中 心 相似 变 
换 下 ,得 到 单位 球面 5*C1) 上 的 一 条 曲线 二 (SG) 站 E). Jorge 


和 Meeks 证 明 ( 参 看 [14]): 当 :一 oo 时 ,曲线 (3?G) 门 E) 光 
渭 地 收敛 为 5*(1) 上 的 一 条 闭 测 地 线 , 它 是 5:(1) 中 的 一 条 大 图 
的 覆盖 . 他 们 还 证 明 : 如 果 M 是 有 中 亏 格 为 p. 末 端 数 为 + 的 有 
限 全 曲率 的 完备 极 小 曲面 ,并 且 设 对 于 每 一 个 末端 E(1 < 7 去 
7) ,曲线 lim 地 (S*(4) 门 E;) 覆盖 大 圆 红 的 次 数 是 心 ,那么 M 的 
全 曲率 是 


[x lx = dr{1—p— 和 4 
= 2x| Xx(K) 一 2 ya) 
fel 


= 2r{ XM) 一 > 一 2 Dla, — 1)). (11.5) 
很 有 明显， 末端 互 | 是 在 R*? 中 的 在 入 的 条 件 是 d=1， 显然 ，En- 
neper 极 小 曲面 不 满足 这 个 条 件 ; 因为 对 于 Enneper 极 小 曲面 
而 言 ，p 一 0，r 一 1， 而 全 曲率 是 | K * 1x 一 一 4r, 由 前 面 的 公 
式 得 知 凸 王 2， 所 以 它 的 末端 不 是 在 是 中 的 枉 入 (参看 第 七 
节 ). 
由 此 可 见 ， 如 果 全 曲率 有 限 的 完备 极 小 曲面 的 每 一 个 末端 
都 是 在 RR! 中 的 柳 入 ， 特 别 是 极 小 曲面 本 身 是 KR: 中 的 媒人 曲面 
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{x # ly = 2r(XOM) — 27) 


= XCXOM) — ry, (C11, 8) 
另外 ,Jorge 和 Meeks 还 证 明 :如果 财 是 戏 和 人 在 下 中 的 全 曲 
率 有 限 的 完备 极 小 曲面 , 设 时 一 并 一 {pirn Pp:} ;其 中 肯 是 紧 
缴获 曼 面 , 则 在 形 中 适当 选取 稍 卡 片 党 标 系 之 后 , 延 拓 在 季 上 
的 Gauss 映射 8 前 一 CU co 在 点 zi 有 7 县 r) 上 的 值 是 0 
或 ce ,并 和 其 中 太 取 0 是 的 点 的 个 数 与 中 到 % 值 的 点 的 个 数 相 
差 不 超 过 1， 上面 的 结论 意味 着 曲面 在 每 一 个 末端 上 的 法 向 基 
都 趋向 于 互相 平行 , 简称 汐 这些 末 端 都 是 互相 平行 的 . 此 外 ,和 互 
相 平 行 的 同 量 可 以 有 两 种 指向 ,用 有 、 上 -分 别 记 指 向 相 河 的 末 
端的 个 教 ， 则 上 面 的 断言 说 
[于 + 一 天 -| < 安 1， (C11. 7) 
男 外 ， 琴 | 十 起 _ = 二 +， 所 以 当 r 为 候 数 时 ， 
8R+ 一 中 ， 
当 *r 为 奇数 时 ， 
| 大 一 大- | 一 1 
从 极 小 曲面 的 概念 产生 以 来 直到 1985 年 为 止 的 二 百 包 年 
则 ,人 人 们 所 能 举 出 的 以 中 拓扑 型 有 限 的 完备 杠 人 入 极 小 曲面 只 有 
平 世 、 巷 链 而 和 还 螺 诈 面 . 长 期 困扰 着 几何 学 家 的 一 个 问题 是 
除了 这 三 种 曲面 外 还 有 没有 别 的 有 限 拓 扑 型 的 完备 风 入 极 小 曲 
面 ? 普遍 的 猜测 是 没有 了 ， 但 这 是 一 个 既 不 能 肯定 、 及 不 能 否 
定 的 基 案 . 与 这 个 间 题 有 关 的 一 些 进展 如 下 ;: 民 , Schoen 证 明 在 
R" 中 有 两 个 末端 的 完备 帐 入 极 小 曲面 只 有 县 链 面 , 而 且 不 必 预 
先 假 定 曲面 的 亏 烙 是 多 少 . Jorge 和 Meeks 证 骨 对 于 R? 中 亏 格 
海 0 的 完备 极 小 曲面 ， 当 末端 个 数 是 3、4、5 时 ， 它 不 可 能 是 
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峙 入 曲面 .这 些 结果 都 是 疆 该 问题 的 否定 答案 的 方 癌 司 的 劳力 ， 
同时 名 于 出 进一步 寻找 这 类 曲面 的 范围 . 比如 完备 代 人 要 小 曲 
面 有 可 能 在 亏 格 衬 1， 末 靖 数 六 3 的 曲 夯 中 找到 . 

在 1985 年 ; 这 个 问题 有 了 突破 性 进展 , 这 个 进展 的 本 时 家 
明 计 算 机 技术 在 纯粹 数学 的 研究 中 也 起 普 不 可 缺少 的 作用 . 
1982 年 ， 巴 西数 学 家 C。 Costa 在 他 的 博士 论文 中 利用 Weier- 
strass 公式 构造 了 一 个 浸入 在 灵 中 的 完备 极 小 曲面 的 新 例子 ， 
这 个 极 小 曲面 的 专 格 是 1, 有 三 个 未 端 ,而 且 每 一 个 末端 是 在 到 
中 的 髋 入 ， 因而 它 的 全 曲率 是 一 12x， 这样，Costa 的 例子 正好 
落 在 前 面 所 划 定 的 寻找 完备 详 入 极 小 曲面 的 范 负 之 内 . DBD. 
Hoffman 希望 这 个 曲 达 恰好 是 贬 入 在 所 中 的 曲面 . 他 们 痉 过 对 
Costa 的 例子 的 性 细 分 析 之 后 发 现 这 个 曲面 有 两 个 末端 像 基 和 链 
面 ， 有 一 个 末端 像 平 面 ， 都 是 从 某 个 中 心 部 位 向 外 延 仲 的。 但 
是 根据 Costa 给 出 的 曲面 方程 很 难 能 看 出 在 中 心 部 位 究竟 发 生 
了 秆 么 ? 此 时 ， 计算机 绘图 在 这 里 起 了 十 分 关键 的 作用 ， 在 没 
有 计算 机 的 时 候 , 要 绘制 精确 的 曲面 立体 图 几乎 是 做 不 到 的 ;: 然 
而 计算 机 的 高 速 计算 能 力 使 得 绘制 精确 的 立体 图 成 为 可 能 ， 并 
且 通 过 坐标 轴 的 旋转 合 我 们 能 使 在 计算 机 显示 屏幕 上 从 各 个 不 
局 的 角度 去 观察 曲面 的 形状 ， 

Costa 在 构造 他 的 新 例子 时 使 用 了 定义 在 单位 正方 形 上 的 
Weierstrass 情 圆 有 - 郴 数 . D. Hoffman 和 Meeks 计算 了 曲面 的 
坐标 数值 ， 然 后 利用 J。，Hoffman 所 发 展 的 、 称 为 VPL 的 图 形 
系统 画 出 了 Costa 曲面 在 核心 部 位 的 图 形 ， 如果 从 图 形 上 能 看 
到 曲面 有 自 交 现象 ， 则 这 个 曲面 就 不 可 能 是 媒人 曲面 ; 如 果 从 
各 个 角度 看 ， 都 看 不 到 曲面 有 自 交 现象 ， 则 该 曲面 有 可 能 是 稚 
入 ，、 从 而 启示 我 们 从 数学 上 去 严格 证 明 该 曲面 是 嵌入 . 

育 完 通 出 的 曲面 片断 表明 该 曲面 没有 自 交 点 ， 而 且 发 现 该 
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曲面 有 相当 丰富 的 对 称 手 ， 但 是 如 何 从 曲面 的 片断 想象 出 整个 
曲面 的 形状 却 颇 费 脑 筋 . D. Hoffman 面 对 着 计算 机 画 出 的 图 形 
足 足 思考 了 好 用 天 ,终于 想象 出 Costa 曲面 的 形状 , 它 是 由 八 块 
形状 相 税 的 得 面 片 排 接 而 成 的 ， 每 一 片 曲面 可 以 看 成 一 个 函数 
的 图 象 ， 曲 面 中 包含 了 一 对 彼此 交 成 直角 的 直线 mi 士 xs 一 0， 


3 二 可 (图 | ] ] ), 


图 14.1 

这 些 从 图 形 上 获得 的 启发 为 分 析 曲 面 的 方程 提供 了 十 分 宝 
泪 的 线索 ， 最 后 ，Hoffman 和 Meeks 合作 ， 从 数学 上 严格 地 证 
明了 Costa 曲面 确实 是 有 限 扼 扑 型 的 完备 巍 入 极 小 曲面 ， 从 下 
面 回答 了 前 面 所 述 的 长 期 未 解决 的 癌 题 ，Costa，Hoffman 和 
Meeks 的 工作 给 出 了 二 百 多 年 来 一 直 在 寻找 的 嵌入 极 小 曲面 
的 第 一 个 新 例子 ， 紧 接着 ,Hoffman 和 Meeks 构造 出 一 系列 完 
备 的 艇 入 极 小 曲面 , 特别 是 对 于 每 一 个 亏 格 污 1, 都 存在 完备 的 
锯 入 极 小 曲面 。 他们 的 方法 还 能 推广 到 末端 数 宇 3 的 情形 . 

在 这 里 要 简明 地 重 述 Hoffman 和 Meeks 关于 Costa 极 小 
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曲面 的 峙 和 性质 的 证 明 既 不 可 能 ， 也 没有 必要 ， 该 者 可 以 去 访 
他 们 的 论文 上 13],， 我 们 只 满足 于 对 Costa 曲面 的 定 光 及 形状 作 
一 些 描 述 . 
考虑 复 平 面 C 上 由 1 和 一 1 生成 的 格 上 , 命 T: 二 C/L. 关 
于 柯 荆 的 矿 elerstrass < 有 -图 数 是 
| 1.8) 


上 1 
一 Z t ke 一 ww) 


它 和 它 的 导数 已 (=) 都 基 双 局 期 椭 阐 了 匡 数 . 设 pos pit pz 是 了 


中 对 应 于 dn 一心， 一方， oo 一 了 一 的 点 ,a 一 2 VBFP| 计 | 了 
一 了 “一 { pos pis pzt. 合 

flr) 一 Prtz), 
a ll.9) 
gz) 一 P' (ey’ 


则 对 应 的 被 积 表达 式 是 


好 


PF 
n= 了 1 一 


-1+ |， C11. 10) 


AP 
I%= Er 


它们 是 厂 芋 没有 实 周 期 的 全 纯 函 数 ,而 且 在 m,m .ws 至 少 是 阶 
数 六 2 的 极点 .这 样 ， 


Y= Re| nadz,Rel Pdz,Re| ndz] 
给 出 也 在 了 向 中 的 浸入 , 它 是 完备 的 极 小 曲面 , 记 为 村 . 这 里 
wy = 01 + v=1). 
因为 PCz) 以 格 点 为 其 3 阶 极 点 ,所 以 4 = ptz5 覆盖 扩充 
了 2 


让 


复 平 面 三 次 ,因而 该 曲面 的 全 曲率 是 一 12x. 根据 前 面 的 公式 
(11,.5), 得 知 一 107 一 0,1,2) 所 以 每 一 个 末端 都 是 在 庆 中 
的 圣人 .此 外 ,ffoo) 一 cogfa) 一 gw) 一 0 末端 是 互相 平行 
的 , 计算 出 第 3 个 坐标 阔 数 是 


| 开 (z) 一 
站 让 诡 )》 Bin | Tel? cll.11) 


其 中 ei = 二 P(e) = 二 一 Pte d= 二 ajfel, 所 由 当时 ,rz2) 
下 一 cf 当 一 ae 时 ,ifs) 一 十 ee 而 当 二 -一 二 一 站 时 ,sfz) 
一 ,末端 五 , 渐 近 盐 才 于 平面 xz 一 和， 由 此 可 见 ， 在 充分 大 的 紧 
致 集 4CD 之 外 ， 映 射 五 是 幅 入 . 

将 单位 方 格 用 对 角 线 及 水 平 线 、 锁 垂 线 分 成 八 个 全 等 的 三 
角形 , 方 格 的 中 心 是 om 一 十 十 关 二 1， 我们 用 p 表示 围绕 的 


正 向 二 -旋转 , 用 8 表示 关于 水 平 线 必 ， 邮 十 I 的 对 称 , 则 p 和 8 
生成 八 个 元 素 组 成 的 有 限 群 ， 它 在 单位 方 格 上 的 作用 把 其 中 任 
意 一 个 三 角形 变 到 其 它 七 个 三 角形 〈 图 11. 2). 

函数 P(z) 有 如 下 的 对 称 性 ; 设 = 是 单位 方 格 中 的 任意 一 
点 , 则 


Piptz)) =— P(x), 

PlB(z)) = Plz). 
通过 表达 式 (11，10), 变换 p、8( 作 由 在 单位 方 格 上 ) 分 别 对 
应 于 Re 中 的 正 交 变换 RR、B 在 极 小 曲面 好 上 的 作用 ,其 中 只 是 
绕 x，- 轴 的 二 - 族 转 与 关于 (zi, zx) -平面 的 反射 所 合成 的 变换 ， 
B 是 关于 (1， Ts) -平面 的 反射 用 矩阵 表示 ， 兵 、 BB 作为 六 
中 的 正 交 变换 ,分 别 对 应 于 和 矩阵 


C1]. 12) 
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(二 1 


] 0 0 
0 0 一 | 
那么 2p、 上 与 尺 B 之 间 的 关系 是 

Y=- p—R* EX, KX. B=B.X. C11. 13) 
注意 到 正 交 变换 尺 、8 也 生成 一 个 作用 在 Ri 上 的 由 人 故 个 元 率 组 
成 的 有 限 正 交 变换 群 ， 它 把 其 中 任意 一 个 封 限 变 为 其 它 七 个 封 
限 , 而 11， 13) 式 表 明 Costa 极 小 曲面 在 这 个 迹 换 的 作用 下 是 
不 变 的 ， 即 Costa 极 小 曲面 关于 (zy,rs)?- 平面 其 对 称 的 ,并且 
将 它 绕 zx -四 诈 转 90? 怡 好 是 它 关 于 (zi ,xz)- 平面 的 反射 象 . 瑟 
此 ，Costa 极 小 曲面 MM 是 由 落 在 八 个 封 限 内 的 从 个 全 等 的 曲面 
片 组 成 的 , 这 A 太 个 则 面 片 在 正 交 变换 R、B 的 作用 下 彼此 合同 ， 
如 Costa 曲面 有 8- 元 罕 群 作为 它 的 对 称 群 Hoffman 和 Meeks 
证 明 Costa 曲面 是 骨 人 曲面 的 关键 一 步 是 证 明 其 中 的 一 个 曲面 
片 实际 上 是 一 张 图 《〈 即 某 个 函数 的 图 象 ?); 比如 Costa 曲面 落 在 
《十 ， 十， 十 )- 封 限 内 的 部 分 是 (zs,zi)- 平面 上 的 一 张 图 ,， 即 这 
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个 曲面 片 到 (x3,73)- 平面 上 的 投影 是 单一 的 、 当然 ， 措 清楚 
Costa 曲面 的 形状 , 特别 是 它 的 对 称 性 是 非常 重要 的 一 步 , 计算 
机 显示 曲面 立体 图 在 这 里 是 帮 了 大 和 伍 的 ， 

计算 机 技术 在 纯 数 学 研究 中 的 成 荔 大 大 地 促进 了 计算 机 靶 
术 在 数学 研究 中 的 推广 应 用 .目前 在 常平 均 曲 率 曲 面 的 研究 以 
及 曲面 的 变形 理论 中 都 广泛 地 运用 了 计算 机 图 象 功能 . 

Hoffman 和 Meeks 构 井 的 新 例子 为 进一步 研究 这 类 新 例 
子 的 性 夺 开 辟 了 厂 阔 的 研究 前 景 . 
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这 本 小 册子 写 到 这 里 就 结束 了 . 我 们 从 肥皂 膜 实验 着 手 , 追 
湖 到 下 uler、Lagrange 最 早 关 于 面积 最 小 的 曲面 的 研究 ,随后 按 
照 极 小 曲面 理论 的 发 展 进程 ,简要 地 介绍 了 极 小 曲面 的 概念 . 基 
本 课题 及 其 进展 ， 由 于 这 是 一 本 科普 性 的 小 册子 ， 更 因为 笔者 
水 平 的 限制 ， 我 们 不 可 能 在 这 里 对 于 极 小 曲面 理论 展开 充分 的 
讨论 ， 但 是 ， 我 们 相信 读者 通过 本 书 ， 对 于 极 小 曲面 论题 及 其 
发 展 状况 的 轮廓 会 有 一 定 的 了 解 ， 极 小 曲面 课题 经 过 二 百 多 年 
的 发 展 仍 富 有 生命 力 ， 而 且 成 为 微分 几何 学 的 灿烂 的 一 章 ， 其 
原因 就 在 于 它 是 自然 界 客 观 存在 的 模型 的 抽象 ， 并 且 它 与 许多 
数学 分 支 ， 如 拓扑 学 、 复 分 析 、 偏 微分 方程 、 变 分 法 、 计 算 机 
技术 等 等 紧密 相关 ， 它 不 仅 从 这 些 学 科 的 发 展 中 汲取 营养 ， 而 
县 向 许多 数学 分 支 棍 出 许 有 富有 挑战 性 的 问题 ， 推 动 了 它们 的 
发 展 、 极 小 曲面 课题 的 生命 力 就 在 于 这 种 交互 影响 和 不 断 的 运 
动 、 发 展 过 程 之 中 .我 们 希望 本 书 对 于 读者 ,特别 是 青年 读者 
有 些 帮 助 . 
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附录 : 用 计算 机 绘制 曲面 立体 图 


描述 曲面 立 惧 图 对 于 了 解 曲面 的 形状 、 研 究 曲面 的 性 质 是 
十 分 重要 的 ， 众 话说 百 闻 不 如 一 见 。 用 现代 科学 的 语言 ， 这 
就 是 说 一 张 图 所 包含 的 信息 量 远 还 超过 一 页 交 字 所 包 伟 的 信息 
重 ， 当 然 ， 尽管 一 张 图 可 能 相当 于 10 个 字 , 也 可 能 相当 于 10 
个 竹 ， 它 毕 况 不 能 代替 数学 上 的 严格 证 明 . 但 是 计算 机 绘制 曲 
面 的 立 二 图 导 至 第 十 一 节 中 所 介绍 的 情 中 完备 由 入 极 小 曲面 
新 例子 的 发 现 和 严格 的 证 明 ， 人 使 得 计算 机 绘制 曲面 图 成 为 数学 
人 研 完 中 的 重要 实验 手段 ， 大 大 地 激发 起 数学 工作 者 对 于 计算 机 
图 象 显示 的 兴趣 . 现在， 已 有 不 少数 学 研究 课题 利用 计算 机 图 
形 显示 的 功能 来 探索 新 的 数学 现象 ， 新 的 模式 和 新 的 例子 ， 顺 
便 要 指出 的 是 ， 我 们 在 本 书 第 七 节 中 所 指出 的 Enneper 极 小 曲 
面 与 其 共 罗 极 小 曲面 在 中 中 的 一 个 刚体 运动 下 前 合同 关系 ,也 
可 以 通过 观察 它们 的 图 形 得 到 证 实 ， 

在 纸 上 淮 确 地 描绘 曲面 的 立体 图 (而 不 是 示意 图 ) 需要 相 
当 大 的 计算 量 和 工作 量 . 如 果 不 借 助 计 算 机 这 个 工具 ， 这 类 工 
作 是 几乎 不 可 能 完成 的 . 现在 已 经 有 许多 相当 成 熟 的 软件 包 用 

* 137. 


于 画 曲 线 和 曲面 . 如 果 已 知 曲面 的 参数 方程 ， 则 用 计算 机 和 关 
于 图 形 的 软件 包 能 够 轻而易举 地 把 它 的 三 维 图 形 画 出 来 ， 并 且 
可 以 从 各 个 衣着 去 观察 曲名 ,将 曲面 着 色 、 或 用 光照 使 由 面 图 
有 具有 强烈 的 立体 感 . 本 书 所 刊载 的 大 干 极 小 曲面 的 彩色 图 厂 就 
是 在 386 微型 计算 机 上 利用 Mathematica 软件 包 的 图 形 功 能 绽 
制 | 的. 

Nathematica 软件 包 是 在 Stephen Wolfran 博士 领导 下 他 
凌 出 来 的 一 种 功能 很 强 的 做 数学 的 软件 , 它 能 够 进行 数值 计算 、 
符号 演算 (包括 公式 的 恒 等 变形 ， 微分、 积分 等 等 ) 和 图 形 操 
作 ， 它 还 是 一 种 程序 设计 语言 ， 一 个 表示 数学 知识 的 系统 ， 关 
于 它 的 图 形 操 作 部 分 ， 可 以 用 来 绘制 一 元 芽 数 的 图 象 ， 二 元 了 落 
数 的 《三 维 ) 图 象 ， 也 可 以 用 来 绘制 平面 参数 曲线 ， 空 间 参 数 
曲线 以 及 参数 曲面 的 三 维 图 形 ， 

如 果 已 知 曲面 的 参数 方程 是 

T= wo y= gw), z= hn,i), 

其 中 变量 的 变化 范围 是 a 所 x 志 56，c 志 vd4， 则 用 Mathematica 
软件 包 绘 制 这 个 曲面 只 要 调用 函数 

Parametric Plot3D [ {fasv) gtws vo), 

htauvv}} tarard pl iv cd a) | 

其 中 p、g 分 别 是 自 变量 w, wv 在 作 和 图 时 的 步 长 . 比如 , 若 要 ww 取 
21 个 点 的 值 , wv 取 17 个 点 的 值 则 命 P 一 2 ,9 一 和 <， 

上 述 作 图 函数 有 好 几 个 选项 ， 也 就 是 有 好 几 个 控制 图 形 的 
参数 ， 主 要 的 有 以 下 几 种 ， 

(C1) ViewPoint 一 》 {zo, Yo» so} 

所 显示 的 图 形 是 观察 者 在 位 置 {ze，yw，x*o}y 处 所 看 到 的 曲 
夯 的 透视 图 . 如 果 省 略 这 个 选项 , 则 默认 观察 者 的 位 置 在 {1. 3， 
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一 2.44，2})}, 上 坐标 原点 在 包围 所 观察 曲面 的 长 方 体 人 意 子 { 它 的 各 
个 面 与 坐标 平面 平行 竟 中 心 ， 如 果 作 想 从 各 个 角度 观察 曲面 ， 
只 要 选择 不 同 的 位 置 (ze yo， zol 如 果 你 不 想得到 透视 图 ,而 
要 得 到 曲 功 的 正 投影 图 ( 即 投 射线 焉 直 于 投影 面 ?, 则 其 要 将 观 
察 点 选 得 相当 远 就 可 以 了 ， 比 如 ViewPoint 一 〉 {130， 一 240， 
2001. 

(2) Boxed 一 》 True (或 False) 

此 项 缺 省 表示 默认 值 True, 这 时 所 显示 的 图 形 落 在 一 个 长 
方 体 框 沫 内 ， 该 长 方 体 框架 的 各 条 楼 代表 坐标 轴 的 走向 。 如果 
为 了 图 面 简洁 去 掉 这 个 框架 ， 只 要 把 True 换 成 False. 

(C3) Aspect Ratio—>} 1 

Aspect Ratio 表示 所 国 出 来 的 整个 图 的 高 度 与 宽度 之 比 ， 
此 项 缺 省 天 示 默认 值 为 1. 这 时 往往 不 能 反映 图 形 的 实际 形状 ， 
而 是 根据 函数 /Cusv) ,glurv) ,htu,v) 的 取 值 范围 自动 地 调整 
x 轴 、y 轴 、z* 办 上 的 比例 尺 ， 使 得 最 余 所 得 图 形 的 高 与 宽 之 比 
(表现 为 包 畦 图 形 的 长 方 体 框架 的 象 的 高 与 宽 之 比 ) 为 指定 值 
1 为 了 得 到 图 形 的 实际 形 关 ， 只 要 取 

Aspect Ratio—) Automatic 

《4) Background—) GrayLevel [i 1 或 RGBColor[r ,eb]) 

这 是 指 图 形 的 背景 用 什么 颜色 . GrayLevel 表示 上 大 度 , 方 括 
号 内 的 i 取 0 到 1 之 间 的 数字 ; GrayLevel [0] 表示 黑色 ,然后 
当众 0 夺 到 1 时, GrayLevel [从 黑色 变 为 白色 RGBColor 
[r,， g: 5] 是 用 红 、 绿 、 蓝 三 色 的 强度 xr, g, 5 混合 所 产生 的 彩 
色 ， 其 中 +, g, 6。 都 取 0,1 之 间 的 值 , 此 项 缺 省 时 表示 上 默 庶 什 
GrayLevel [1 |] 白色 )， 

C5) Lighting—》 True (或 False) 

这 表示 是 否 和 需要 模拟 照明 ， 以 便 突出 划 面 的 立体 感 ， 默认 
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和 信和 是 True. / 

(6) LightSources— {TY (Ta Ya rTol st21, 
“ 在 Lighting 一 〉》True 的 状态 下 ， 它 表示 在 点 {zi， wi; 
zi} 处 安置 光源 i 在 {x;，>:，zz} 处 设置 光源 1,，…*. 这 里 ， 
nn， tz， "是 用 RGBColor [r，g，51 给 出 的 颜色 此 项 缺 省 时 
的 默认 值 是 红 、 绿 、 蓝 三 色 的 点 光源 放 司 在 物体 右边 45" 角 处 ， 

Mathematica 在 绘制 参数 曲 夯 时 ，、 采 用 了 消除 隐藏 部 分 的 
程序 .实际 上 在 作 图 时 ， 把 曲面 分 割 成 一 系列 小 方块 ， 首 先 计 
算 每 一 个 方块 的 四 个 项 点 的 坐标 ， 然 后 按照 每 个 方块 相对 于 观 
皮 者 的 位 置 由 这 及 近 地 显 示 出 来 ， 当 图 形 重 蕉 时 用 较 近 的 复 盖 
较 远 的 ， 同 时 将 被 复 盖 部 分 消 掉 ， 所 以 展现 在 我 们 面前 的 是 图 
形 的 可 见 部 分 ， 按照 上 面 的 解释 ， 本 书 中 的 一 些 图片 的 制作 采 
用 了 Mathbematica 软件 包 中 的 下 列 消 数 ， 

ParametricPlot3DI (fu ,vu gin DY) ,A(H 0)}, 
{udp pl {ocrd a}, 
AspectRatio—)Automatic ,Boxed— )False, 
Backgrounad- 一 ?GrayLevelfO] 


当然 ， 要 绘制 第 十 一 节 中 的 Costa 曲面 需要 专门 设计 的 计 
算 机 程序 和 绘图 软件 ， 这 最 早 是 University of Massachusetts 
的 ]， 工 ，Heoffman 设计 的 ， 

Mathematica 软件 包 的 运行 需要 内 存 容 量 比 较 大 , 386 以 上 
的 微型 计算 机 才 适 用 ， 因 此 我 们 在 下 面 想 介绍 一 种 方法 ， 不 借 
表象 Mathematica 那样 高 级 的 软件 包 , 只 要 熟悉 BASIC 语言 就 
能 在 普通 的 微型 机 上 夯 出 曲面 的 立体 图 了 ， 尽管 这 种 方法 不 及 
现 有 软件 那样 快 妊 、 方 恒 ， 而 且 成 图 质量 也 没有 那么 高 ， 伍 是 
它 提 供给 我 们 一 种 初等 的 、 普 及 的 手 妈 ， 司 比较 多 的 读者 能 够 
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亲自 动手 画 出 曲面 的 立体 图 ， 

我 们 和 完 介 绍 在 平面 上 画 立 体 图 的 原理 . 设 在 空间 中 建立 第 
卡 儿 直角 坐标 系 [O; i j, 大 那么 空间 中 任意 一 点 PP 就 对 应 
于 三 个 有 序 的 实数 (x, y, zx), 即 点 忆 的 坐标 用 有 向 线段 OP 
表示 点 P 的 向 径 ， 则 点 P 的 坐标 就 是 向 径 OP 关 于 坐标 轴 向 量 
i，j， 下 的 分 其 ， 即 

OP=zxit+ yj+zK. 

在 平面 上 画 出 立体 图 形 , 需要 在 平面 上 取 一 点 人 及 从 他 点 
出 发 的 三 根 轴 ， 它 们 分 别 代 表 空 间 中 的 局 点 、 天 轴 、7 办 和 了 
轩 在 平面 上 的 投影 ， 设 在 三 根 轴 上 分 别 取向 量 亡 ， 闻 ,入 ， 作 为 
zi， 大 的 投影 ， 则 将 军 间 平行 投影 到 该 平面 时 ,点 书 成 为 象 点 
户 , 而 点 PP 关于 LO ， 六 ,如 ] 的 坐标 恰好 是 点 成 关 于 [Oi 
i，7， 天 ] 的 坐标 ， 即 

OP'— zi +yr zk, 
按照 上 述 方法 将 空间 图 形 上 的 点 画 到 平面 上 便 得 到 该 图 形 在 平 
面 上 的 立体 图 . 

如 果 采 用 斜 轴 测 投影 ， 平 面 上 任意 取 定 的 三 根 不 共 线 的 轴 
痢 能 作为 空间 中 的 笛 卡 儿 坐 标 轴 在 某 个 斜 平 行 投影 下 的 象 ， 为 
使 图 形 通 真 起 见 ， 我 们 采用 正 轴 测 投影 ， 也 就 是 投射 线 与 投射 
平面 与 直 的 平行 投影 . 

在 投射 平面 上 取 定 右手 稍 卡 儿 直 角 坐 标 系 ， 我 们 要 求 在 正 
轴 测 投影 下 空间 和 卡 儿 人 誉 标 系 中 的 Z 轴 映 为 平面 上 的 纵 轴 . 设 
投射 线 方向 向 量 关 于 空间 稍 卡 儿 坐 标 系 的 坐标 为 (i, 1,) 
‘其 中 上 2s， 六 全 都 不 为 零 )、 利 用 解析 几何 不 难 算出 ， 空 间 疝 
量 i，j, 在 此 平行 投影 下 的 象 站 ， 广 , kK’ 关于 投射 平面 上 职 害 
的 右手 笛 卡 儿 直 和 角 坐 标 系 的 堂 标 是 
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站 一 OO 
i Va tt | l 
= | fi tots 
f= 9 ”一 3, 
vit z 所 看 十 下 所 三 十 此 十 在 人 
_ 。 VB+E | 
V+ 
轴 向 伸缩 系数 分 别 为 
Vt 
VE 二 
Vit 
| 7 (2) 
有 十 她 十 1 
| 大 | 一 五 十 下 
VI 
轴 间 角 的 余弦 分 别 为 
cos (fF ， 产 ) 一 一 A ， 
VE 十 下 所 王 十 可 
COS 人 A} 一 一 J 4 C3) 
Witt VB 
COSA CF .Kk') rw  ， -ee 
V+ V+ 


生 训 , 当 ( ,6 二 (1,1,1) 时 ,所 得 的 是 正 等 测 轴 测 投 
影 ., 畏 向 伸缩 系数 Ar 0 2 ， 辅 间 角 都 是 120". 当 (fd ) = 


(V7 ,1,1) 时 , 所 得 的 是 一 等 测 正 轴 测 投影 ， 铀 癌 伸 缩 系 数 分 


别 为 0. 47，0. 94，0. 94, 轴 间 角 分 别 为 131*25' 131°25', 97°10". 
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在 计算 机 屏幕 上 实现 时 ， 还 要 注意 屏幕 上 固有 的 坐标 系 到 

以 屏幕 中 心 为 厌 点 的 右手 直 前 坐标 系 之 间 的 转换 ， 例 如 ， 在 有 
的 计算 机 屏幕 上 ,固有 原点 在 左上 和 骨 , 从 左 至 右 为 模 轴 正 向 ; 从 
上 上 到 下 为 纵 轴 正 向 ， 挽 言 之 ， 这 是 一 个 左手 直角 坐标 系 ， 因此 
需要 将 纵 轴 道 转 方 向 , 即将 第 二 个 分 量 改 号 . 在 EGA 显示 屏幕 
上 ， 最 大 横 坐 标 为 640， 最 大 纵 坐 标 为 350， 如 果 给 出 一 对 整数 ， 
a 上，0 壕 a640，0 扩 bp 之 350， 则 语句 

PLOT a, 
的 执行 结果 就 是 在 屏幕 上 上 映 出 计算 机 固有 上 坐标 为 (a，5) 的 点 ， 
如 果 a, 恕 是非 整数 ， 则 计算 机 自动 地 取 它 们 的 整数 部 分 ， 我 们 
把 屏 大 上 的 点 关于 固有 坐标 系 的 坐标 称 为 计算 机 坐标 . 这 样 , 屏 
幕 中 心 的 计算 机 坐标 为 

《0 而 — (320,175), (4) 
投影 轴 同 量 辣 ,Y,K' 的 计算 机 坐标 分 别 为 


L, Ll 
(a 1 ) 一 + 4 
和 | VER VE 十 本 | 


i lsts 
(at 有 = | 一 一 一) 一 产生 天 一 一 | ，(5) 
pe VB 和 MSE+E 
2 本 
Ka ,56 一 10, 一 一 一 -1 2 Vi 十 上 
VN 十 如 十 上 


(5) 式 与 (1) 式 相 比 , 第 二 个 分 量 同 时 改 号 ， 因 为 现在 假定 屏 
幕 上 加 有 的 纵 输 正 向 是 朝 下 的 . 
因此 ,要 映 出 空间 中 坐标 为 (x，y，z》 的 点 ， 只 要 计算 像 
= 户 的 计算 机 上 坐标 (cr, bp): 
d= a 二 rr (Car ay dz), 
b= 二 r+ (hr by Bz), 
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其 中 r+ 是 适当 取 定 的 常数 ,目的 是 调整 图 形 的 大 小 ,得 到 较 好 的 
图 形 . 知 要 改变 观察 角度 只 要 改变 投射 方向 同 量 (i, 4 9) 
的 值 就 可 以 了 ， 

要 表现 一 个 参数 曲面 ,实际 上 是 男 出 曲面 上 的 参数 曲线 现 . 
例如 对 于 曲面 

Cf uO) BCH UU) ht v)), 

先 用 较 大 的 间 也 取 wz 值 ， 再 用 很 小 的 间隔 取 x 媚 ， 在 用 PLOT 
语 司 逐 点 描 图 有 时， 让 改 值 变化 便 由 “点 ” 连 成 “ 线 ” 了 ， 这 样 
怠 得 到 一 族 x 曲 线 . 反 过 来 可 以 得 到 一 族 ww 曲 线 、 为 了 看 出 曲 
面 的 形状 ,其 实 只 要 用 折线 代 蔡 曲线 就 行 了 . 让 参数 x, vw 都 按 
一 定 的 间 坑 取 值 ， 算 出 在 这 些 点 的 坐标 ， 然 后 用 直线 段 连结 #- 
曲线 上 的 相 邻 点 和 六 曲线 上 的 相 邻 点 ， 当 间 陋 适当 小 时 ， 便 会 
得 到 令 人 相当 满意 的 图 形 ， 

下 面 我 们 用 BASIC 语言 写 出 一 个 绘制 曲面 立体 图 的 程序 ， 
性 读者 参考 : 

5 REM SURFACE PICTURE 

10 REM VIEW DIRECTION 

12 PRINT "Nl, 12, /3=—"; 

14 INPUT 11, i2, /3 

16 PRINT fi; “ss d2: “9 ; 43 

20 RENMN RANGES AND STEPS 

22 PRINT “wu0, ul, p=”:; 

24 INPUT uO, wl, p 

26 PRINT wu0; “,”; wl “,”; p 

28 PRINT “vO, vl, gqg=—*; 

30 [INPUT vO, vi, ao 

32 PRINT vO “sr vl]; “,*} gq 
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34LET wm = INTLinul 一 DJ7 疡 ) 十 2 了 
36 LET 一 INTICo]l 一 z0)797 十 2 
40 REM ORIGIN AND SCALE 
42 PRINT “a0, 0, r=™: 
44 INPUT a0, BO, + 
46 PRINT a0; “,”; BO “sg” F 
o0 REM AXAES 
52 LET cl 一 SQR Ul*ll+2 12) : 

LET c2 一 SR (cl #cl+t+il3* 043) 
54 LET al=—/2/cl:LET bl=/1 #3/cl/c2 
56 LET a2={]1 /clitLET b2=12 % LI3/c1 ie2 
58 LET a3=0:LET fp3=—c]l/c2 
860 REM CALCULATION 
G2 DIM zim sn), ym,n) 
64 DEF FN Flaysv) 一 fusv): 

-DEF FN GE = 《和 

DEF FN 页 (yo = hinsv) 
7D FOUR 一 1 TOm 
721IFi=m THEN 96 
4LELTw = w+ px 1) 
76 FOR 7=1 TOn 
SIF 7=n THEN 98 
8BOLET vy =v0 oxti— 1) 
82 LET Ai = FN Fu,sv): 

LET d2 = FN Gla ,wv): 

LET 4d3 = FN Hta,v) 
B84 LET z(tiy7) = a0 ra (Cal x dl+ ad?+ a3 x d3) 
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86 LET yois7} = OF rr bl dl pxd2 + bp3xd3) 
88 NEXT ; 

90 NEXT ? 

92 GOTO 100 

96 LET a = ul:GOTO 76 

98 LET v= vOTO 82 

100 REM DRAWING 

102 FOR 7=1TOm 

104 PLOT zei,y1), y(ti,1) 

106 FOR 7 = 2 TOn 

lI08 DRAW zx) — rai Oo lyfisj) — y(tit7 Oo— 1) 
110 NEXT j:NEXT: 

ll2FOR ;7=1 TOn 

il4 PLOT xz(1, 27) ,YC] ,7) 

116 FOR 一 2 TO m 

1183 有 DRA 有 人 站 一 工作 一 下 sy 人 门下 人 一 1 让 
120 NEXT i:NEXT } 

130 STOP 


在 这 个 程序 里 ， 投 射线 的 方向 向 量 是 键盘 输入 的 ， 使 得 从 
各 个 角度 观察 出面 比较 方便 ; 自 变 量 *、v 的 取 值 范围 及 变化 的 
步 长 也 是 键盘 输入 的 ， 因 此 要 表现 曲面 在 哪个 部 位 的 图 形 ， 以 
及 参数 曲线 应 该 布置 得 多 密 ， 都 能 比较 灵活 地 得 到 控制 ， 最 后 
原点 位 置 及 比例 尺 用 键盘 输入 使 得 曲面 的 位 置 可 以 作 适 当 的 移 
动 ， 它 的 大 小 也 能 得 到 控制 . 这 些 控 制 参 数 的 设置 对 于 获得 比 
较 理 想 的 图 形 是 很 重要 的 . 

程序 中 语句 64 的 水 数 (uo) ,xno)},hCu,v) 是 曲面 的 参 
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数 广 程 , 它们 是 具体 的 函数 表达 式 , 并 且 要 写 吉 BASIC 语言 所 
容许 的 形式 ， 例 如 : 对 于 野 链 面 来 说 ， 
一 SS 人 FEXPC)y 十 下 和 PPY 一 本 772， 
gHsv) = SIN Gow) x CEXPCa? 十 EXRPE— wx)) 2， 
husv) = 不。 
上 上 面 给 出 的 程序 设 有 包括 消除 隐藏 线 的 子 程序 . 
计算 机 图 形 学 已 经 成 为 在 生产 实践 和 计算 机 科学 中 十 分 重 
要 的 知识 和 课题 。 例 如 计算 机 辅助 设计 、 计 算 机 辅 有 其 制造 、 计 
算 机 和 制图 者 直接 与 计算 机 图 形 学 联系 在 一 起 的 ， 它 们 已 经 成 为 
提高 产品 质量 、 提 高 加 工 精度 、 提 高 生产 效率 和 经 济 效益 的 必 
不 可 少 的 手段 另外， 动画 、 几 何 千 型， 计算 机 视觉 也 都 是 计 
算 机 图 形 学 的 研究 课题 ， 计算 机 绘图 巧 能 还 被 越 来 越 多 的 数学 
家 用 于 他 们 的 研究 工作 ， 我 们 希 误 这 个 附录 所 介绍 的 内 容 能 够 
成 为 一 个 初等 的 导 引 .引起 广大 的 青年 读者 对 于 几何 学 、 计 算 
机 图 形 学 的 兴趣 ， 
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